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第 一 章 ”集合 论 与 数论 


3831 集合 论 


我 们 假定 读者 已 熟悉 集合 论 的 基本 概念 ， 如 交集 、 并 集 、 子 
集 、 包 含 及 映射 等 。 请 参考 前 面 的 “符号 说 明 ”。 

定义 1.1 设 3 及 了 为 集合 ，p: S 习 是 由 S 到 T 的 映射 。 任 取 
沪 中 的 二 元 素 S1 及 52。， 如 果 P(S1) = PCs) 时， 必 有 si = ss， 则 称 p 为 
一 一 映射 ， 或 单 射 。 如果 对 于 中 任意 元 素 t , 必 有 sE3, 使 p(s) = 
t ， 则 称 p 为 S$ 到 TT 上 的 映射 ,或 满 射 如 果 P 同 时 为 单 射 及 满 射 ， 
则 称 p 为 单 满 映射 。 

-集合 论 中 最 有 意义 的 概念 之 一 是 “基数 ”。 我 们 有 如 下 的 定 
义 ， 

定义 1.2 设 $ 及 了 为 集合 。 如 有 一 单 满 映射 p: S-> 了 并 , 唱 称 
5 与 了 同 基数 ， 

讨论 1) 如 集合 S 与 整数 集合 {1,2,… ,n} 同 基数 ， 则 称 S 为 
-有限 集 ， 而 称 其 基数 为 n， 反 之 则 称 之 为 无 限 集 。 设 S 及 为 同上 起 
数 的 有 限 集 ，p: 5S 一 了 为 一 映射， 则 易 证 ， 如 ? 为 单 射 ， 则 p 必 为 
潍 射 。 反 之 ， 如 ?为 满 射 ， 则 Pp 必 为 单 射 。 此 一 命题 可 谓 之 锅 笼 定 
理 ， 即 设想 S 为 一 群 铭 子 ，T 为 等 数 的 鲍 答 ， 则 上 命 题 即 ， 如 果 
每 “例子 已 一 一 进 般 ， 则 使 黎 必 无 空 着 ; 反之 ， 如 饮 先 此 无 宏 
者 ， 则 必然 每 一 笼 中 仅 有 一 只 鸽子， 

2) 如 集合 > 与 正 整数 集合 {1，2,3，… ,nn,…} 同 基数 , 则 称 S 为 
可 数 无 限 集 。 有 限 集 与 可 数 无 限 集 统称 可 数 集 。 除 此 之 外 ， 些 称 
为 不 可 数 集 。 

3》 对 所 有 的 无 限 集 而 早 , 鲍 物 定 理 此 不 成 立 ， 然 而 证 法 比较 
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复杂 ， 远 离 本 书 的 趣 旨 ， 请 读者 参 芳 集合 论 的 专 书 。 现 在 我 们 仅 
一 例 以 说 明 此 种 现象 ， 即 所 谓 的 “ 希 尔 伯 特 的 旅馆 ”， 设 一 旅 
入 有 可 雪 无 限 丰 局 加 2 电信 江 忆 如 同时 又 来 了 
可 数 无限 个 新 房客 {91,9:,… ,9n,…}， 则 一 个 简易 的 安排 方法 是 
合 原 住 m 号 羽 间 的 老 房 客 移入 2n 号 房间 ,于 是 空 出 {1,3,5,*… ,2n+ 
1,…} 所 有 奇数 号 房间 。 售 新 房客 依 序 住人 即 可 ， 也 即 含 新 房客 
9 住人 2n -1 号 房间 。 从 此 例 中 ,可 以 看 出 单 射 不 一 定 必 是 满 射 。 
反 乙 ， 如 合 头 两 个 人 挤 一 间 房 ， 其 余 的 人 使 序 住人 窑 出 的 房间 ， 
则 油 射 又 不 一 定 是 单 射 了 ， 
定理 1.1 有 理 数 集 Q@ 是 可 数 无 限 集 。 
证 明 ”我们 和 采用 所 谓 “ 三 角 数 法 ”。 考 虑 正 有 理 数 的 集合 
Q+. 把 Q@4 中 的 元 素 按 分 母 大 小 排 成 如 下 的 无 限 扰 阵 ， 


2 


7 


woooae 


Q4 = 


3 3 
1 2 3 
和 


然后 我 们 把 整个 扎 阵 的 元 素 ， 按 箭头 所 指 的 顺序 ， 傅 次 对 应 到 所 
有 正 的 偶数 ， 自 然 ， 已 经 出 现 过 的 有 理 数 则 略 去 。 例 如 ， 


1 1 2 1 3 
丁 一 2 4 >6, 3 8, 了 械 一 10， 


等 等 。 这 样 就 把 Q4+ 对 应 到 了 正 偶数 集 。 同 法 ， 我 们 可 以 把 负 有 
理 数 集 Q_ 对 应 到 大 于 1 的 正 奇数 集 。 再 把 0 对 应 到 1。 不 难看 
出 ， 这 个 对 应 是 由 Q 到 正 整 数 集 丸 三 {1,2, “Nh, ee } 的 单 满 映射。 
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于 站 Q@ 足 可 数 无 限 华 。【 . 

采 设 有 可 数 集 Si ={fsinbsia 和 ysin) IE 可 数 集 /1。 山 
这 些 可 数 个 5; 的 并 集 迪 Si 也 是 可 数 集 。 

证 明 ”利用 三 角 数 法 。| 

定理 1,2 实数 集 民 为 不 可 数 货 。 

证 明 ”假设 R 为 可 数 集 ， 则 所 有 实数 可 以 排 成 一 行 ，{71,72， 

"rn 我 们 用 “对 角 线 法 ”求证 明 这 是 不 可 能 的 。 
把 rar 用 十 进 小 数 写 出 如 下 ， 
r= a1. bi Di 


r2 = Q2, bo ba2°e ban'*s 


-其 中 诸 a; 为 整数 ， bij 为 0,1,2,* ;9 之 一 -。 现 取 一 实数 
r=0,C1 C80n"" 


如下， 如 果 bwr 夺 5， 则 取 cw =5， 否 则 取 ew =4 (n=1,2,…)。 显 
然 * 二 ra 《Yn=1,2,…)。 帮 ?不 在 集合 {7i,f2 ,fs,…} 之 中 。 由 
此 知 R 为 不 可 数 集 。| 

TY. 学 中 ， 经 常 应 有 构造 《将 积 ”、“ 商 集 ” 的 方法 。 我 们 
:有 如 下 定 

定义 1.3 设 / 为 一 个 集合 。 如 果 对 每 一 个 1€E1， 都 有 一 个 集 
合 Di 则 St 的 面积 [ 5; 定义 为 


{Si)ier: SiE Si }, 
即 1 到 5; :的 所 有 上 映射 s， 而 且 能 适合 sCD =s; E35; 者, 如 1 为 可 


ier 


数 华 时 ， TS 中 的 元 素 常 写成 一 行 (sss，…sn)。 
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定义 1,4 设 工 为 一 集合 。 如 果 了 为 一 些 分 离 的 子 集 的 并 集 ， 


no 
ov 


即 7 = Tj， 才 且 不 同 的 子 集 7; 的 交集 为 空 集 ， 则 这 些 子 集 7 
i€4f 


的 集合 {Tj: 7E 放 ) 称 为 了 的 一 个 商 集 , 

讨论 1) 设 了 为 所 有 中 国人 民 的 集合 ,按照 某 种 法 定年 龄 的 
标准 ，T 可 以 划分 为 T, = 未 成 年 人 的 集合 和 了: = 成 年 人 的 集合 。 
则 {T,T?} 构 成 了 的 一 个 商 集 ， 此 商 集中 仅 有 两 个 元 素 。 

2) 设 {Ty: 7 了 E 中 ) 为 的 一 个 商 集 ， 则 可 在 了 中 定义 一 个 根 
应 的 “等 价 关系 ”一 如下; 

a~b 二 > 4a,b 属 于 同一 个 Tj。 

一 般 悍 之 ， 任 意 关系 “一 ”如 具有 下 列 三 条 性 质 ， 则 称 为 一 个 等 
价 关系 ; 

(a) 反 身 性 ，a 一 4 

(b) 对 称 性 ， 如 果 4~5， -出 b ~ 

Cc) 传递 性， 如 果 4a~b，b~c， 则 a~e，| 

我 们 也 可 以 用 等 价 关系 来 定义 商 集 如 下 ， 

定义 1,4* 设 ~ 为 集合 了 上 的 等 价 关 系 ， 令 

T,.={b:bET, b~a}, 

则 {T。: aeT} 是 了 的 一 个 商 集 , 称 之 为 关于 等 价 关系 ~ 的 商 集 , 
T。 称 为 一 个 等 价 子 集 。 

讨论 为 说 明定 义 1,4* 中 的 {Te} 确实 是 商 集 ， 我 们 仅 须 验 
证 两 点 ，D T= UT 2) 如 果 Ton To 二 ， 则 Te= 了。17 


是 显然 和 的， 这 因为 4~a， 所 以 aE To， 关于 2)， 设 bETf Te 
仿 d 为 T。 中 任意 元 索 ， 则 有 


a~b~e~d, a~oe~d, a~d, 


即 dET.。 所 以 TeCTe。 同 法 可 得 出 TeCT。 于 是 Te= Te。 | 
下 面 的 “数学 归纳 法 ”是 正 整数 集 久 的 公理 之 一 ， 其 详 情 : 
请 见 附 录 中 正 整数 的 “ 皮 诺 公理 ”， 
数学 归纳 法 “” 设 对 每 个 正 整数 m， 有 命题 P(m7。 如 能 证 到 。 


1) P(1) 是 正确 的 | 
2) 设 n 是 任意 大 于 1 的 正 整 数 。 如 对 所 有 小 于 7 的 正 整 数 
， PCD 都 是 正确 的 ， 则 PO) 是 正确 的 ， 

所 有 的 外 Pn 的 

讨论 ”这 个 数学 归纳 法 不 能 从 更 简明 的 公理 系统 导出 ， 然 而 
可 以 从 下 面 的 讨论 中 理解 其 合理 性 ， 根据 1)， 已 知 P(1) 是 正确 
的 ,运用 2), 全 n=2， 则 知 P(2) 是 正确 的 再 运用 2), 合 n=3， 
则 知 了 C3) 是 正确 的 。 如 此 反复 运用 2)， 则 知 所 有 的 命题 P(m》 
蕴 是 正确 的 1 

在 代数 学 里 ， 经 常 应 用 “Zorn 引 理 ”。 此 引 理 等 同 于 “选择 
公理 ”及 “上 良 序 原理 ”， 是 集合 论 的 公理 之 一 。 为 了 讨论 Zorn 引 
理 ， 我 们 先 引 人 “ 序 ” 与 “中 序 ” 的 概念 。 

定义 1.5 设 5 为 一 集合 。3S 的 一 个 关系 “ 宇 ” 如 适合 下 列 
条 件 ， 则 称 之 为 一 个 昕 序 , 
1) si5, VY SES; 
2) $1 守 5,，52 守 53 58 V81, ,33 ES 
3) S150，52>51 >51=5 V51,5 ED, ~ 
定义 1.6 设 S 为 一 集合 ， 之 为 8 的 中 序 。 如 果 适 合 下 列 象 
则 称 沁 为 5 的 序 ， 
4) 对 任意 的 s ,ssES， 总 有 si 过 ss 或 5 之 51。 
定义 1,7 ” 设 之 为 8 的 中 序 ， 了 为 8 的 子 集 。 如 果 $ 的 一 个 
元 素 s , 适合 s 之 上 (YIET)， 则 称 s 为 了 的 一 个 上 限 。 如 果 8 
具有 如 下 性 质 ，VsiES， 只 要 Si 记 >s， 必 有 5s =s， 则 称 s 为 8 的 
一 个 极 大 元 素 。 

定义 1,8 设 5 为 一 集合 ， 宇 为 5 的 社 序 ， 7 为 S 的 子 集 ， 
如 果 局 限于 了 工 中 之 是 一 个 序 ， 则 称 了 为 一 链 ， 

Zorn3| 理 设 3 为 一 非 空 集合 ， 疡 为 $ 的 中 序 。 如 果 任 意 链 
此 有 上 限 ， 则 s 有 一 极 大 元 素 。 

讨论 1D 在 集合 论 中 ， 已 经 证 明了 Zera 引 理 实际 上 是 一 个 
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件 


~> 


公理 ， 所 以 不 可 能 从 其 它 较 简 单 的 公理 有 系统 中 导出 。 

2) 利用 Zorn 引 理 可 以 简化 许多 证 明 ， 也 可 以 证 明 一 些 除 此 
之 外 的 其 它 方法 不 能 证 明 的 结果 。 例 如 ， 我 们 可 以 证 明 平 面 上 的 
任何 有 和 界 区 域内 此 有 极 大 的 开 贺 盘 ， 证 法 如 下 (a) 分 5 为 
了 内 所 有 开 圆 盘 构 成 的 集合 ， 用 包含 斑 定义 牛 序 二， (b) 由 于 
也 内 至 少 有 一 个 开 圆 盘 ， 所 以 S 是 非 宏 的 ， 〈e) 如 果 一 些 开 图 
盘 构 成 的 集合 {Di;: ie 站 成 为 一 一 链 ， 则 Pi 也 显然 是 局 的 一 个 


开 圆 盘 ， 它 是 此 链 的 上 限 :， 《〈d) 于 是 根据 Zorn 引 理 ， 有 界 区 域 
石 内 必 有 极 大 的 开 加 
习 题 
1. 设 p 为 集合 S 到 集合 了 的 喘 射 。 证 明 p 是 一 个 单 射 的 充 
要 条 件 是 下 列 两 条 件 中 任 一 条 成 立 ， 
(1) 存在 了 到 $ 的 瑞 射 rz， 使 rp = 1s3 
(2) 不 在 在 某 集 合 V 到 S 的 两 个 不 同 喘 射 rr， 使 
PT1 = DT 


2。 设 P 为 集合 3 到 集合 了 的 岂 射 。 证 明 p 是 一 个 满 射 的 充 
要 条 件 是 下 列 两 条 件 中 任 一 条 成 立 ; 
(1) 存在 T 到 5 的 吴 射 r， 使 pr = 12 
(2) 不 存在 工 到 某 集 合 U 的 两 个 不 同 喘 射 rra， 使 
TI0=T20。 


3， 设 S 是 一 基数 为 n(n 宇 1) 的 有 序 集 。 证明 在 S 中 存在 一 
个 元 素 a ， 使 VES， 有 ca<<b。 举例 说 明 无 限 的 有 序 集 不 一 定 具 
有 此 性 质 。 

4. 设 p 足 集合 S 到 集合 的 奖 射 ，4,B 是 5 的 子 集 。 证 朋 

pC(AUB)=p(A)UpPp(B), pl(ANB)CpCA) NpCB), 
举例 说 明 Zn 2 不 一 定 等 于 po(4) 门 po(CB) 。 

5.。 设 p 是 集合 S 到 集合 了 工 的 决 射 ，4 是 8 的 子 集 。 证 胃 在 


一 般 情况 下 PCSN4)cGRTA(C4) 。。， 

6， 设 oosEC， 且 oosER。 在 C 内 定义 等 价 关系 ; 

ca~ 有 8 <> BP=atad+bo, (a,bEZ), 

试 求 C 对 上 述 锋 价 关 系 的 商 集 。 

7. 今 QLx]j 表 示 所 有 有 理 系数 的 多 项 式 集 。 证明 Qfx] 是 一 
个 可 数 集 。 

8。 今 C 表 Cantor 点 集 。C 的 构造 法 如 次 ， 在 区 间 [0 ,1 中 
挖 去 中 间 的 1/3 长 的 开 线 段 (1/3,2/3)。 共 次 ， 在 所 余 的 两 个 闭 线 
段 [0,1/3J]，[2/3,1J 中 各 按 去 中 间 的 1/3 长 的 开 线 段 。 如 此 反复 
作 下 去 ， 所 得 的 余 集 即 是 C。 证 明 C 是 一 个 不 可 数 集 。 

9， 证明 “兄弟 ”是 一 个 等 价 关 系 ，“ 子 女 ? 不 是 一 个 稳 价 
关系 。 

10. 证 明 在 整数 集 Z 中 ， 通 常用 的 “ 宇 ” 是 一 个 序 ， 

11.。 证 明 在 任何 一 个 集合 S 中 ， 包 含 “ 二 ”是 子 集 族 的 一 个 
侍 序 。 

12. 证 明 题 10 中 的 站 序 不 适合 Zorn 引 理 的 条 件 ， 而 题 11 中 
的 持 序 适合 之 。 


§ 2 唯一 分 解 定理 


数学 的 起 源 之 一 是 对 整数 的 研究 。 近 世代 数 从 整数 的 “ 皮 诺 
公理 对 ”开始 讨论 ， 由 此 公理 系 引 出 整 数 集 的 四 则 运算 的 法 则 ， 
如 交换 律 、 结 合 律 、 分 配 律 等 ， 并 进一步 建构 有 理 数 集 Q、 实 数 
集 尺 、 复 数 集 C， 这 种 讨论 法 自 有 其 逻辑 的 严谨 性 ， 然 而 对 于 代 
数学 的 读者 而 言 ， 似 媒 渤 远 ， 旁 离 本 几 ， 本 书 将 这 部 分 的 推理 列 
入 附录 中 。 以 下 我 们 将 假设 读者 已 熟悉 整数 策 Z、 有 理 数 集 Q、 
实数 集 R 及 复数 集 C 的 四 则 运算 的 法 则 。 

落 数 论 中 ， 最 重 机 的 定理 之 一 是 “ 驾 转 相 除法 ”。 汉 代 的 数 
学 书 《 九 台 算 术 》 中 ， 有 求 西 正 整数 的 公 因 数 的 “更 相 减 拟 求 
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侍 2” 之 法 ， 即 “ 辊 转 相 除法 ” 也 。 内 九 廊 于 《 数 书 九 章 》 (1247 
年 ) 又 便 论 及 。 在 现代 ， 此 法 通常 被 称 为 “ 欧 几 里 得 算法 ”。 我 
们 先 引 大 如 下 的 概念 ， 

定义 1.9 设 a 为 一 实数 ， 以 Ca] 表示 小 于 或 等 于 a 的 最 大 整 
数 ， 即 4 的 整数 部 分 ， 

讨论 ”例如 ，[3,1]=3，[-3,.1]= -4，[5]= 5。 

定理 1.3( 欧 几 里 得 算法 ) 今 4 为 一 正 实数 ， * 为 任意 实数 。 
刘 必 有 一 整数 4 及 一 实数 +r ， 使 得 


n=qd+r, 0<r<d。 


证 明 应 用 定义 1.9， 读 考 自 证 ， | 

梁 1 在 以 上 定理 中 ，4 及 r 此 为 唯一 确定 的 。 

证 明 ”读者 自 证 。 | 

条 2 如 在 上 定理 中 4 及 4 蕴 为 整数 ， 则 7 也 为 整数 。 

欧 几 里 得 算法 的 应 用 之 一 是 研究 几 个 整数 的 因数 及 公 因 数 ， 
为 此 ， 我 们 定义 如 下 : 

定义 1,10 设 4,5,c 为 整数 。 如 果 4a=bc， 则 称 a 是 5 的 售 
数 ，! 是 <a 的 因数 ， 用 符号 b| 4 表示 之 。 如 果 b|41,blas,*… ,|an， 
则 称 是 a1,as,*… :Qnr 的 公 因 数 。aa,…，,an 的 公 因 数 中 的 最 大 
省 ， 称 为 G1,02, ,dn 的 最 大 公 因 数 。 如 果 bila,bsla, * ,bm|a, 
则 称 4 是 51,5,,*… ,bnm 的 公 倍数 ，b1,b2,… ,bm 的 公 倍 数 中 最 小 非 
人 负 整 数 ， 称 为 b,5。,… ,bm 的 最 小 公 借 数 ， 如 果 < 与 5 的 最 大 公 
因数 是 1 ， 则 称 4 与 互 素 。 

定理 1.4 设 41,4;€ 2， 且 41,4, 不 会 为 需 ， 则 a41,4 的 最 大 公 
' 笠 数 是 集合 

《 (41,02) = {b1G1 + bod2: bi,be EL} 

中 的 最 小 正 整数 。 

证 明 今 集合 (al,az) 中 的 最 小 正 整 数 为 


d=C0) + Coa, cc2E ZZ, 


接 照 欧 几 时 全 9 及 7 使 得 
=gd+r 0<r<d。 


如 果 fs0) 则 有 
Ti = Qi 一 qd= (1~- cn)a+t+( — 4102)4s€ (a ,042), 


邯 是 (aas) 中 比 4 更 小 的 正 整数 。 这 显然 是 不 可 能 的 。 故 知 
了 1=0， 即 

= 41d, 
亦 即 

dla, 
司法 可 证 4]azs。 即 4 是 ,az 的 公 因 数 。 

现 设 4 为 a1,02 的 另 一 公 因 数 ， 则 有 
d’lal, d’|4, 一 d’ Joa + C02 


扼 d'|d， 而 d 为 正 整数 ， 故 4>d | 

以 下 ， 我 们 将 证 明 “ 算 术 基 本 定理 ”。 即 整数 分 解 成 “ 烷 
数 ” 的 连 冬 积 的 “唯一 分 解 定理 ”。 为 此 ， 我 们 要 引入 “不 可 约 
数 ” 及 “素数 ”的 概念 。 值 得 注意 的 是 ， 在 整数 集中 有 乘法 逆 元 
素 的 数 仅 是 1 与 ~1， 即 如 果 7n 与 7! 此 为 整数 ， 则 nn 必 为 1 或 
-1, , 
定义 1.11 设 有 一 整数 a。， 非 0,1, - 1。 如 在 4 的 任意 分 解 
式 be=a 中 ,， 必 有 4b 或 6 为 1 或 -1( 即 5 和 0 之 一 必 为 可 逆 的 )， 
则 称 4 是 一 个 不 可 分 解数 (或 称 不 可 约 数 ) ， 如 果 41f9 时 ， 必 有 
a|f 或 419， 则 称 4 是 一 个 案 数 ， 素 数 又 称 为 质数 . 

引 理 Z 的 不 可 约 数 此 是 素数 ， 素 数 也 此 是 不 可 约 数 ， 

证 明 设 4 是 不 可 约 数 ， 不妨 设 4 二 0 否则 讨论 -0), 设 
41bc。 如 果 a 不 是 5 的 因数 ， 由 于 4 的 正 因数 只 有 1 与 4， 所 以 
4,b 的 最 大 公 因 数 必 为 1 。 按 照 定 理 1.4， 有 01,0;E€ 2Z， 使 得 

1= G4+ cb。 


上 座 6 本 上 式 两 边 ， 得 到 


be 
6= cciat+ C2b) = (ee +cs (2¥))e. 


由 于 4a]5e， 玖 bc/aE Z。 由 上 式 即 知 alc。 所 以 4 为 素数 。 反 之 , 
设 a 为 素数 ， 且 4a = bec。 不 妨 设 a15， 则 4,5b 的 最 大 会 因数 必 为 [4l 
及 ||， 于 是 有 la[= 15l， 故 c= +1。| 

讨论 ”从 上 面 的 引 理 可 以 看 出 ， 在 Z 中 “不 可 约 数 ” 与 “ 素 
数 ” 是 一 物 的 二 名 。 在 以 后 的 “ 环 论 ” 中 可 以 看 到 ， 在 广泛 的 昌 
况 下 ， 这 两 个 概念 是 各 有 所 指 的 。 这 两 个 称 念 的 同一 性 是 下 面 的 : 
“唯一 分 解 定理 ”的 基石 。 

定理 1.5( 唯 一 分 解 定 理 ) 任意 大 于 1 的 整数 < 此 可 分 解 成 
正 素数 的 连 乘 积 

a = Tri. 


在 这 个 连 乘积 中 ， 正 素数 Pi 的 浆 序 自然 可 以 调换 。 除 此 之 外 ， 这 
个 连 乘积 是 唯一 的 。 

证 明 ”我们 首先 证 明 这 个 分 解 是 存在 的 ， 然 后 再 证 明 其 唯一 
性 。 

2 是 正 素 数 ， 于 是 2= 2 是 2 的 分 解 。 按 照 数 学 归纳 法 ， 给 
定 一 个 正 整 数 >1， 可 以 假定 所 有 大 于 工 小 于 4 的 整数 戎 可 分 
解 。 如 果 4 是 束 数 ， 则 4a = 4 是 4 的 分 解 ;》 如果 4 不 是 素数 ， 应 用 . 
引 理 ， 得 到 

a=be, a>b>1, a>e>1, 

其 中 心 及 “区 可 分 解 成 正 素数 连 乘 积 ， 于 是 4 可 分 解 为 正 素数 连 - 


乘积 ， 即 4 = TiPi. 


下 面 证 分 解 的 唯一 性 。， 设 a。=] 4; 是 4 的 另 … 正 未 数 连 乘 
”积分 解 式 ， 则 有 
pila=4i (II 9 路 
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于 站 有 


Pilq， 或 pi (To 


1i>1 
各 果 P49， 则 屎 和 了 PI | a(II 9 让 于 是 有 


i>2 


pi 或 Pi (IIo). 


1i>2 
如 此 推演 下 去， 必 有 基 个 9:， 使 得 
pi | (se 


而 4 为 索 数 ， 由 引 理 ， 4s 为 不 可 约 数 ， 于 是 有 
9s = Pi 


a 


考虑 


b 


应 用 数学 归纳 法 ， 即 有 唯一 性 ，1 
以 后 ， 除 特别 声明 外 ， 所 谓 “ 素 数 ” 革 指正 素数 而 诈 。 
例 1 不 难 导出 下 逃命 题 ,，“ 设 Pi: (i= 1,2,…,n) 均 为 素数 ， 


到 (TTP) + 1 的 因数 失 非 nypai ,pr。” 这 是 因为 ， 如 果 pj 为 
{1In,)+ 1 的 网 数 ， 则 有 ae Z， 使 得 

apj;= (TU 十 1， 
用 新 (a 一 IT = 1， 


本 
也 虹 户 | 1。 过 显然 是 不 可 能 的 。 由 上 面 这 个 命题 ， 双 可 推出 “未 
北 百 大 了 多 个 2 。 事 实 上 ， 如 果 仅 有 有 限 多 个 素数 P1,Ps,*… ,Pn， 
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则 ( 工 [ph + : 的 类 因子 只 能 是 pi,ps，… vpn 中 的 其 些 个 


面 的 命题 矛盾 。 故 知 素数 有 无 限 多 个 . 


例 2 取 一 正 分 数 m/n ， 可 以 用 欧 几 里 得 算法 求 得 其 连 分 
数 。 我 们 且 举 祖冲之 (430 一 501 年 ) 的 “ 答 素 ? 为 例 。 


355 3x113+16 .16 ，， 
113 113 ”13 
1 1 

S317x1671 3+t 7 
7+ 

16 16 


更 一 般 地 ， 任意 实数 ?+ ， 都 可 以 用 此 法 求 出 共 
Kx=3,14159265358979323846，… 为 例 ， 以 说 明之 。 


1 


113 


1 


连 分 数 。 我 们 以 


nt 0.14159265358979323846.… 
T= 一 二 3 十 
1 1 
1 
=3+ 1 
0,14159265358979323846° 
=3+ 
+ 0.00885142787144737077 
0.14159265358979323846… 
=3+ ! 

7 十 
0.14159265358979323846… 
0.00885142787144737077 心 

1 
= 3 十 

7+ 0 0 5 1 031761 

15+— > 


0.00885142787144737007 必 
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三 3 十 一 一 一 一 一 一 一 


1 


- 1 
“500885142787144737007"… 
0 00003019235335419316. 


这 种 连 分 数 与 “最 佳 渐 近 分 数 ” 有 关 ， 详 见 华罗庚 著 《 数 论 导 
引 》 第 十 章 。 在 上 面 的 < 的 连 分 数 中 ， 如 果 我 们 只 保留 前 边 几 
项 ， 弃 去 其 余 的 项 ， 则 得 到 


3 3+ 工 ， 3 十 1 和 3+ -一 ， 
7 7+ 击 7+ 一 
15+ 圭 
1 
3+ - 3? 
7 十 ] 
15 十 I 
1 + 一 -一 
292 


也 即 
3 22 333 355 103993 
” 7” 106” 113’ 33102” ， 


而 福 冲 之 的 “和 宿 雍 ” 适 在 其 中 。 


习 题 | 
1. 设 7 为 正 整 数 ，0a 为 实数 。 还 明 ， 
a -ra 


n 
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《2) [a]+ E 十 元 | 十 ew 十 | 十 | = [na]。 


2 设 0,pER， 证 明 ， 
[20] + [281>[aI + Eo + B+ [BJ. 

3.。 设 e, 是 两 个 下 整数 。 证 明 它 们 的 最 大 公 因 子 4 与 最 小 
公 倍 数 生 之 积 dm = ab。 

4. 设 n 是 一 个 正 整 数 ，7 是 一 个 烧 数 。 求 24 的 素 因 子 标 . 
浴 分 解 式 中 7 的 方 突 数 。 

5。 用 欧 几 里 得 计算 法 证 明 ， 每 一 个 正 整 数 都 可 以 用 十 进位 : 
法 唯一 地 沃 示 出 。 

6。 试 求 1030301 的 素 因 子 标准 分 解 式 ， 

7。 试 求 e 的 连 分 数 到 第 五 位 。 

8。 在 应 用 问题 上 (例如 密码 )， 整 数 的 因子 分 解 有 重要 性 。 
一 - 般 攻 之 ， 理 论 上 很 简单 的 整数 分 解 ， 实 际 做 起 来 是 很 繁 的 ， 例 . 
如 ， 试 求 1234567891011121314151617 的 未 因子 标准 分 解 式 。 

9. nn 阶 进位 法 ， 把 实数 的 小 数 部 分 先 用 1/2 度 晤 之 ， 所 余 
用 1/31 度量 之 ， 傅 此 反复 类 推 。 换 和 包 话 说 ， 如 0 人 4 之 1， 则 将 4 
表 作 ， 


Q42 4s Qn 
一 一 一 十 see 十 一 十 9 0 过 <1T， 


?F311+3) nl 
其 中 4; 为 整数 。 证明， 如 果 a 是 有 理 数 ， 滑 么 只 有 有 限 个 an 不 为 


内。 
10。 利用 是 9 证 明 e 是 无 理 数 。 
11。 埃及 记 数 法 ， 证 明 每 个 其 分 数 4 (0Ca<1) 可 以 写成 


12 . 设 X 是 一 个 实数 ， 合 
x 一 [Xx]-1/2; 当 x 不 是 整数 ， 


CCD)=1 
03 当 * 是 整数 。 
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证 荔 ， : 


13。 合肥 ,不 为 整数 ， 定义 


ce 号 和-[ 和 |- 壬 
证 明 ， | 


© 0 


r=l1 


(2) 如 果 由 >>0，8>0，( 人 KK) = 1， 则 有 
12hksCh, KK) + 12KhsCk, kh) = h+ ke ~ 3hk+1, 


33 同 余 式 
定义 1.12 ” 设 mn 为 非 敌 整数 。 两 个 整数 a,b 如 果 适 合 
mla—b, 


出 称 a 与 了 对 模 贡 同 余 , 记 为 
a = Lb (modm ), 
及 之 ， 如 果 & 刁 5 对 模 摧 不同 余 时 ， 则 记 为 


as (modm )., 


讨论 同 余 关 系 是 一 个 等 价 关 系 。 事 实 上 ， 容 易 验证 

1) 肥 身 性 :4 二 a (modm)3 

2) 对 称 性 ， 如 果 a 二 5 (modm)， 则 b 二 4a (modm); 

3) 传阅 性 ， 如 果 4 二 b (modm)，b 二 co Cmodm)， 则 

m 1G ~ b, mlb—c=> ml|(a-b)+(b-c)=a-oe, 
ae (modm), 


护照 定义 1.4， 同 余 关 系 把 整数 集 2 划分 成 一 些 “ 同 余子 
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集 ”. 
定义 1.13 称 集合 
{2b: ba(mod m)} 
为 模 m 的 同 余子 集 ， 记 为 [a]n。Z 对 模 扩 的 同 余 关 系 的 商 集 记 汶 
Zn 如果 bEL[ajmn， 且 0 之 了 之 jm1， 则 称 5 为 [aJn 的 主 余数 。 
引 理 Znm= { £0, Cljn, EL2Jn,, Lim -In }. 
证 明 ” 任 取 一 个 同 余 子 集 [4]mn， 按 照 欧 几 里 得 算法 , 存在 整 
数 4 及 r， 使 得 
a=glm|l+r, 0<r<ln|. 
于 是 [al = [rjm。 叉 如 果 0 志 1 之 了 志 |m| 时 ， 显 然 有 
[ijn 寺 [Cin。 | 
从 代数 观点 看 来 ，Zm 的 重要 性 质 是 在 其 中 可 以 定义 自然 的 
加 、 减 、 科 法 运算 ， 我 们 有 如 下 的 定理 ; 
定理 1.6 ”如果 [ajm = [ 门 "，[bo 妇 wm = [ 门 w， 则 有 
Larbln=Litiln La- bln=Li-i]n, 
[ab = [ij]n, 
于 是 我 们 可 以 定义 
Lidn+ [ilm= iti Ein- [n= [Lim 
CiIn[iIm = [i) mn. 
这 些 运 算 适合 如 下 的 法 则 ， 
1) 结合 律 ， (Uim [ray + [Kn = [Citi+ kn 
= [Cin + CFI + [KJ。)， 
(Li LfIa) LR = Cijkln = {i (C/In LkIn)s 
2) 交换 律 ， [m+ [jm = [jm + [Cn， 
Lin [in = Lin [Lins 
3) 分 配 律 [in (jm+ wm) = Lim[iIm + [Cin CRI 
4) 有 之 元 ， £0jm 是 加 法 的 乏 元 ， 即 [0jn + 了 [站 n=[in >» 
[1jn 是 生 法 的 么 元 ， 即 [1Jmfim = [ws 
5) 有 加 法 滥 元 ，[- 门 mn 是 [让 n 的 加 法 逆 元 ， 即 
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[一 站 w+ Lijm= [0jm. 
证 明 如 上 ， 设 FEa]jw= [jn，[0m = 人 [7 门 n，- 则 有 
mla-i, mlb-ji. 
故 有 m1(a- 人 +O 扑 -站 = 《at+b) ~(i+ 站 期 
a+b==i+ /jmod m), 
也 即 [Latblm=[Li+ jn. 
同 法 可 证 [4~ bjm=[i- 门 nm， 又 知 
mlba-i)+ib~-)) =ab -ii, 
故 ab==ij《mod m)， 即 有 [abl]m = [fi jm。 
应 用 上 面 的 结果 ， 我 们 有 | 
Calm+ Coln = La+b m= [i+ /n= Lin + Cin, 
因此 ， 同 余子 集 加 法 的 结果 是 唯一 确定 的 ， 与 同 余子 集 [ajm， 
5 妇 m 的 不 同 表示 方法 无 关 。 通 常 ， 如 果 从 运算 或 映射 的 定义 可 
以 扒 知 结果 的 歇 一 性 ， 则 称 此 定义 是 正好 的 ， 亦 即 是 可 以 成 次 
的 。 上 面 已 证 明了 同 余子 集 加 法 的 定义 是 良好 的 ， 类 似 地 可 证 减 
靶 与 乘法 的 定义 也 芭 是 和 良好 的 。 至 于 定理 中 前 五 项 运算 法 则 是 入 
明 易 证 的 ， 请 读者 自 证 之 。 

例 5 今 叶 =2. 2Qa= { [0]。[1ijs ) ， 其 中 [0]* 为 偶数 集 ， 
[1J; 为 奇数 集 。 [0]:+ [0 =[L0]， [0]s+[la=[1]， [Is+ 
[1 =[0]*， 即 偶 + 偶 = 侦 ， 惕 + 奇 = 奇 ， 奇 + 奇 = 偶 ， 

售 杰 =3。 易 知 [10]: = [Is，[107]s =(〈[10]:) = (L113)" = 
[1"js=[1]s。 由 此 立 得 十 进位 整数 nsns_in…n2m 满足 等 式 

[ngsnsiee Tani ds = Ln t nt" + 78]. 
例如 ，[741Js=[12Js=[3Js=[0js， 故 31741,。 . 

命 坝 =11， 易 知 [10jn=[~1jn [10"Jn=[C-D'Jn。 所 

以 十 进位 整数 满足 
[nsns- ?al]il = [ 译 ( 一 1) mi] ， 


例 妇 ，[5678] =L-5+6-~7+8]J=[2u， 即 5678 除 以 11 余 2。 
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例 4 循环 赛 的 赛程 . 设 有 偶数 个 队 ， 队 1、 队 2、…、 队 2 
举行 循环 赛 ( 如 实际 上 是 奇数 个 队 , 则 不 妨 用 一 空 牌 充 作 一 个 队 ， 
使 队 数 为 偶数 )， 两 两 成 对 拼搏 . 设 同时 进行 上 场 比赛 ， 问 题 在 于 
如 何 安排 整个 赛程 .以 下 用 同 余 式 提 供 一 个 简明 的 赛程 . 

今 刀 = 2n -1 规定 在 进行 第 i 次 比赛 时 ， 队 4 祖 据 下 面 的 同 
余 式 ， 解 出 b 求 ， 然 后 去 找 5 队 上 比赛 ， 

b=i ~ a(mod m), 
陛 处 4 和 b 受 1 a,b 安 m 的 限制 ， 而 且 如 果 45 = a 时 ， 则 队 &a 
去 找 队 2" 比 赛 。 

要 说 明 上 述 的 办 法 是 合理 的 ， 必 须 证 明 下 面 三 点 ，1》 如 队 
4 找 队 5 比赛 时 ， 队 5 必然 找 队 a ; 2) 每 次 必然 有 而 且 仅 有 一 
个 队 找 队 2n 上 比赛 ，3)》 当 二 自 1 到 m=2n 1 变动 时 ， 队 & 的 对 手 
必须 都 不 一 样 。 

因 ”=! 一 4(mod 作 ) 一 4==i ~ b(mod mn)， 故 1) 得 证 , 因为 
迷 掉 队 2n 之 后 ， 剩 下 有 坷 数 个 队 ， 所 以 这 些 队 两 两 搭配 后 ， 必 剩 
下 某 个 队 去 找 队 22?。 我 们 说 明 这 桩 的 队 只 有 一 个 ， 设 队 a， 及 队 
2z 都 找 队 2n， 则 

a 二 i-a(modm), 02==1 一 0o(mod tm), 
歼 2(41 ~ 42)==0 (mod tm), 
区 ml2Ca, 一 4a，), 但 二 为 奇数 ， 所 以 mia 一 02， 努 
Qa4(mod my), 
社 总 到 141,4s 信 Mm， 凤 知 41=4。，。 故 2) 得 证 ， 

仿 上 上 ， 读 考试 自 证 3)， 

定义 1.14 称 和 nm 的 子 集 {Lajn: 4 与 必 互 索 ] 为 模 闫 的 缩 杂 
剑 集 ， 记 为 Z,。 其 基数 称 为 尤 拉 y 西数 9(m) 

定理 1.7( 驳 拉 定 理 ) 设 a 与 妈 瑟 素 ， 则 有 

a ==1(mod m). 

证 明和 荔 卡 瞎 射 

0; ZL» > 2:, 
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[bm tab in, 
掏 知 4 为 单 射 。 事实 上 ， 如 果 o[bijm =9[5b2Jm， 则 
Fabijn = Labs jm, albl~0)=0(mod m), 
其 ml|alb, 一 Vs)， 
碍 于 mw 与 4 互 类， 所 以 m 1b 一 0a， 期 [V1jm = [bjm， 必 2 为 单 射 。 
根据 镶 先 定理 ， 即 知 & 为 单 满 映 射 。 于 是 有 


了 LbiJm = JI Labilm, 


bl me zw bi) mEZm 
Gi 
Tat;) = [bi;Cmod m), 
Car‘™ — 1)T 1;=0Cmod m), 


mlCar™ ~ TL?:;. 
而 ; 毕 与 轴 互 来 ， 丰 ml|(a* 人 -1)， 妈 ar]1(mod m)。 
极 易 从 尤 拉 定 再 导出 下 面 的 定理 。 
定理 1.8( 费 马 定理 ) 设 P 为 素数 ，p+a， 则 有 
ar il1(modp)。 
证 明 ”在 尤 拉 定 理 中 今 mm = p， 不 难看 出 g(p) =p -1。 
深 ” 设 7 为 素数 ，a 为 任意 数 ， 则 总 有 
a?=:a(mod p)。. | 
例 5 应 用 费 马 定理 ,可 编 一 种 简易 而 极 难 破解 的 密码 如 下 ， 
1》 人 和 任何 文 词 骨 可 写成 电码 ， 这 就 是 所 请 “明码 ” .电码 都 是 
数 全 .对 文 词 的 长 度 可 加 以 限制 (长 交 可 分 段 泛 出 ) . 简 诗 之， 我 位 
仅 考虑 小 于 某 正 整数 六 的 正 整数 。 
2) 取 一 素数 p， 使 二。 再 取 另 一 整数 49， 使 9 与 p-j 互 
索 ， 并 与 7 的 大 小 相仿 。 
3) 合 tt=p9. 公布 nn， 把 因数 分 解 m= p9 当成 绝密 ， 不 合 人 人 
知 。 
4) 设 有 一 明码 nx<N,. 解 
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mn"==cCCmod m), 1 委 c<m， 

得 <， 此 即 讯息 对 的 密码 。 请 注意 c 半 0。 

5) 收 码 人 和 匆 道 因数 分 解 呈 =pq4， 而 且 已 知 4 与 p- 1 互 素 ， 
于 是 得 二 整数 ebp， 使 4qg -5 -1)=1， 即 cq=1+b(p-1)。 所 
以 收 得 密码 6。 以后， 立即 进行 下 列 对 模 p 的 运算 ， 

c=n(modp), 1<n<p, 
(这 是 因为 Cn ) sn)==nlt(t -DD)) ?Nn?(n?-1)? Ps 

nt1'? 二 nt 二 n(mod p)) ， 即 解 得 2 。 

在 上 面 的 过 程 中 ， 显 然 需 要 一 台电 子 计算 机 进行 运算 ,这 个 
黎 码 的 要 点 是 两 个 速度 的 比较 ， 一 是 3) 中 求 一 已 知 数 几 的 因数 
分 解 ， 二 是 4) 及 5) 中 求 高 次 方 的 余数 。 以 目前 的 法术 水 平 来 看 ， 

“一 ”是 极 缓慢 的 过 程 ， 而 “二 ”是 极为 便捷 的 。 这 就 是 这 种 审 

码 的 成 功 之 处 。 

定理 1.9( 威 尔 透 定理 ) 设 p 为 素数 ， 则 

(p—-1)!=~1(mod pnp). 

证 明 我们 先 说 明 对 于 任 一 整数 1 (< i <<p -1)，[i]p 都 

胰 法 化 元 素 ， 并 且 此 逆 元 素 只 一 ， 即 有 了 唯一 的 Ca]jp， 使 
[ajp[Lijp=[1]p, 
事实 上 ,由 于 1 入 ! 委 p- 1， 故 1 与 p 互 素 ， 故 有 整数 a,b， 使 得 
ai+bp=1, 
项 有 [ajp[ijp =[1jp。 如 果 双 有 [cjp， 使 Fejp[ip=[1jp， 则 
[Lajp[Lilp~ [cjp[ip=[a-oc]s[ip = £0], 

鼓 p|(a- Oi, 但 ip 互 素 ， 所 以 pj(c-c)， 即 有 [ajy = [ec]p。 

欲 证 (p -1)1 寺 -1mod p)， 只 要 证 


bp—1 
TTCiIs = [~1]jy, 
对 某 个 i(1 志 <<p 一 1)， 如 果 [ 门 p 与 共 道 元 素 不 同 ， 则 可 


与 其 族 元 素 相 乘 得 出 [11mn。 于 是 在 上 面 的 乘 式 中 只 剩 下 与 其 逆 元 
崇 相 同 的 [Dp 的 乘积 。 而 []* 与 其 逆 元 素 相 同 的 充 要 条 件 是 
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[i}=[C1Jps [9 -[1]3 = [0]p， 
[G~1)G+ 1)Js = 上 0]p， 
勋 p -1 或 pli+1， 亦 即 1=1 或 5=p-1I。 于 是 有 


TIcn, -cmzx-m=r-m 1 


习 ”是 
1。 设 m,n 是 两 个 正 整数 ， 4 是 它们 的 最 大 公 因子 ，d 中 
再 不 相同 素 因 子 之 积 记 为 了 。 证 明 ， 


pmn) =_P. 
pm)en) yp)" 


2。 设 p 为 奇 素数 ， 证 明 ， 


3. 设 由 是 一 正 整数 。 在 Qv 中 找 出 所 有 满足 如 下 条 件 的 子 
集 5.， 

(1) 若 Lalm,LImES， 则 [alm+ [bjnES; 

《2) 若 [ajm€$S， 则 对 一 切 [5jmw，,， 有 [ajmn[Lbjm€S。 

4。 设 区 为 正 整 数 ，a,bE ZZ，d 是 由 ,4 的 最 大 公 因 子 ，d12 。 
证 明 同 余 式 方程 

ax +b=0(mod m) 

恰 有 4 个 解 满足 o 芝 xx< 

5。 人 簿 间 取 ?个 点 ， 两 两 用 有 颜色 的 线 相连 ， 使 对 任 给 的 点 
而 言 ， 连 接 此 点 的 线 的 闫 色 均 不 相同 证明， 只 要 有 7 种 不 同 产 
色 的 线 ， 便 足以 完成 上 面 的 任务 。 

6。 证 明 ， 如 整数 x,y,z 适合 x? + 六 =z?， 则 3|xyz， 


n 
7， 设 P=2,3,5， 试 写 出 二 项 式 系数 ( ，)Cmod Pp)、， 共 中 
1 委 1 委 10， 
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8。 设 p 为 素数 ， 录 VCD。 : 

9 . 证 明 对 整 妆 和 有 《I 士 1 二 xmodP)。 

10, 设 正 表 台 m 的 天 子 标准 分 做 式 为 m = =P， 1p 12 pb 
试 求 8(Cm) 。 


$4 中 国 剩余 定理 


”中 国 剩余 定理 源 出 于 三 国 或 晋 时 的 十 数学 书 《 孙 子 算 丝 》。 
共 中 有 一 题 , “ 仿 有 物 不 知 其 数 。 三 三 数 之 剩 二 ， 五 五 数 沁 剩 闪 ， 
七 七 数 之 剩 二 ， 问 物 几何 ? ”以 同 余 写 出 ， 即 求 *， 使 

X=2(mod 3), * =3(mod 5)， x =2(mod 7), 


《孙子 算 经 》 中 给 出 答案 * = 23 .原来 的 解法 传 至 今世 .后世 的 数 ， 


学 家 先 加 研究 类 似 的 问题 , 唐 从 一行， 李 常 风 等 卓 具 贡献 ， 宋代 数 : 
学 家 秦 九 家 (1247 年 ) 是 集 其 大 成 者 。 


于 
t 


“了 圈 立 的 一 元 一 次 同 余 式 ， 后 世 称 之 为 “大 衍 ”， 其 解法 称 为 


“大 衍 求 一 ”。 以 原 题 为 例 ， 可 以 化 为 三 组 联 立 同 余 式 ; 
“X=1Cmod 3), x,==0 (mod 3), Xs==0 (mod 3), 
[eee 5), [te 5), {eee 5)， 
Xs0mod7), (xs=0(mod 7), 【xs==1(mod 7), 

不 难 解 得 zx = 70，xa = 21，xs= 15。 命 1 

X=2X + 3X + 2X3 = 223, 
即 为 原 题 的 一 解 。 又 易 看 出 
233 土 ie3。5。7 =223 土 1057 Cn 为 非 负 束 数 ) 

此 为 原 题 的 解 。 [233]os 的 主 余数 ， 四 23, 自然 是 原 题 的 最 小 下 

整数 解 。 


对 于 此 题 , 双 有 如 于 之 歌 决 ( 程 大 位 ， 《得 法 绩 淋 )01598 年 77， 


“三 人 同行 七 十 稀 ， 五 树 梅 花 关 一枝 ， 
七 予 团 贺 正 御 月 ， 除 百 震 五 便 得 知 。” 
中 国 剩余 定理 又 称 “ 孙 子 定理 > 。 
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现在 我 们 用 同 余 式 ， 证 明 中 国 剩余 定理 。 : 
生理 1.10( 中 国 剩余 定理 ) 设 整 数 1 Mma, Tn 两 两 万 索 ，。 
俞 由 = 下 [wm .2 则 对 于 任意 的 1 (1< i 之 n)， 下 列 的 联 立 同 全 
tel . 


: 武 有 解 ， 
| *j==1(mod mJ), 


xj==0Cmod my)， .i 二 j, 
-会 x = 了》}ajxj， 则 x 适合 下 列 的 联 立 同 余 式 
一】 


本 


xa==aj(mod 1m;), j=1,2,.",7n, 


- 土 列 联 立 同 余 式 的 解 即 Lx]w， 于 是 其 最 小 非 负 整 数 解 是 x 对 模 灵 
的 主 余数 
证 明 1) 根据 已 知 条 件 ，mi ms,…, ms 两 两 互 案 ， 即 无 素 
激 作 为 公 因 数 ， 于 是 my 与 TIm 必 互 案 ， 即 最 大 公 因 数 为 1。 
,te 
根据 定理 1.4， 必 有 整数 4,b， 使 得 ami;+ bl]m=1, 今 
， 
x#1=1-amsi=b TTm, 


齐 显 然 有 
Xj=1(mod m7), Xi;= 0Cmod m1), 二] 


2) 因 *= Zaixj 故 


Clms= [BD 03xs] = Pas = Carn,, 


于 wa (mod m3), i=1,2,%,Nn,。 
3》 设 y 也 适合 此 联 立 同 余 式 ， 则 有 
y=4(mod mi), 1=1,2,.,71, 
XxX-y=0(mod mi;), mi|lx—y, 


勾 fn,， Ma, °° 机, 两 两 互 来 ， 故 得 
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mh = TImilx-y, X==y(mod m)., 
友之， 易于 看 册 [x]s 的 任意 元 素 基 适合 此 联 这 同 余 式 ， 
中 国 剩余 定理 又 可 夫 述 为 映射 的 某 种 性 质 ， 我 们 有 
定理 1.11 设 m,mo,…, ms 为 两 两 互 迷 的 些 数 。 我 们 仿 - 
m =T[mi. 售 六 2w-*TTz。 为 从 Zn 到 站 积 TTZ。 的 英 身 ， 
其 定义 如 下 ， 和 
pLajn) = CEaln,, [an [am )， 
则 * 为 单 满 映射 。 
证 明 已 知 Zr 的 基数 是 |m|， 了 了 Zw 的 基数 是 JT|ml， 
故 二 者 相等 根据 侈 禾 定 至 。 仅 须 证 明 p 是 满 射 便 足 能 了 ， 
Ca ln tosses an lnm,) 为 了 Z。, 的 任 一 元 素 。 根 据 - 


中 国 剩余 定理 ， 下 列 的 联 立 同 余 式 有 解 x 
x ==Qi(mod mni)， i=1,2,.,n。 


则 有 [xjm, = [aijm,。 于 是 


ov(Lxjm) 三 ([Lx]n， [xjm “0y [Lxjm,) - 
三 (La jn ，， [az]m,， 0 [as dm, )» 
即 9 为 满 射 。| 4 
讨论 也 很 容易 从 定理 1.11 导 出 定理 1,10。 设 已 知 定理 1. 1 入 
是 正确 的 ， 求 解 联 立 同 余 式 
, X=0;(mod mi) 。 
根据 定理 1.11， 有 一 a ， 使 得 
[ajn, = [Lasjm, . 
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.显然 ,x = a 即 是 欲求 的 解 ， 所 以 ,定理 1.10 和 定理 1.11 是 等 好 
的 。 
习 题 
1。 七 数 剩 一 ， 入 数 剩 二 ， 九 数 剩 三 ， 问 本 数 ( 即 求 最 小 的 : 
正 整 数 解 )。 参 看 杨辉 “ 续 十 搞 奇 算法 ”(1275 年 )。 
2。 设 f, ms 为 正 整 数 ， 共 最 大 公 因 子 与 最 小 公 倍 数 分 别 汶 
d,m， 双 设 auaaEZ。 证 明 ， 车 d|(e 一 42)， 则 同 余 式 组 
x==4. (m0d 1), 
| X=4,(mod m,), 
在 0 声 x 之 m 内 有 浴 一 解 . 

3， 在 集合 Z: 与 Z: 的 配 积 Z,x 2Zs 内 定义 加 法 、 乘 法 如 下 # 
[al], [bjs) + CLa’ J2, Lb’ Js) = (Lals + La’ as Lols + Le’ 3), 
Lal,, [5]s) CLa’ Tse, Lb’ 1a) =([e]s La 12, Lo 1sCb 1) 

证 明定 理 1.1i 中 所 定义 的 2Z6 到 Zs x 2Z ;的 映射 满足 ， 
¢Cfale + [bl]e) =9(La]e) + pL2 1e), 
¢ CLaleLb]e) = CLale) pC]e). 

4。 大 和 孙 求 一 术 与 Lagrange 内 插 法 的 关系 ， 假 设 QLx], RCI 
分 别 代表 有 理 系 数 与 实 系 数 多 项 式 所 成 的 集合 ， 试 仿照 大 征求 一 
术 在 QLxz] 或 RE] 内 求解 下 列 同 余 式 ， 

f(x)=a; (mod(x -bi)) (t=1,2,.,1), 
”此 处 01,x -bE QLxI( 或 R[xJ])， 而 且 b1,…, bs 互 不 相同 。 
提示 ， 证 明 所 寻求 的 解 为 Lagrange 内 插 多 项 式 


n a (x—b,) 
1 Zl wa 
{ei . 


5。 试 求 一 次 数 最 小 的 有 理 系 数 多 项 式 1(x)， 使 它 满足 各 下 
联 立 同 余 式 ， 
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f(x)=1(mod x), 
f(x)=1(mod(x + 1))， 
f(x)=3(mod(x ~ 1)), 
6。 设 my …, ms 是 正 整数 ， 定 义 Z 到 Zn, x … x Zam, 的 映射 
世 下 ， | 
pC) = (En es Lx]ny) (EZ), 


试 证 明 ， 9 是 满 射 所 > (ni mi) = (1)(Vi 二 站。 当 ? 是 满 射 时 ， 
试 求 (0,…; 0) 的 至 体 原 象 (其 中 0 才 示 Zw 中 的 [0]w ) 


85 复 整数 集 


会 
Z[i]=2Z+2i={atbi:a,beZ), 
其 中 i= 二 IT。Z[i 即 复 整 数 集 ， 也 称 高 斯 整数 集 ， 复 整数 集 
了 之 [] 可 以 理解 成 复数 平面 上 的 网 格 点 集 。 不 难看 出 在 Z[ 让 中 可 
及 进行 加 、 减 、 乘 运算 ， 如 同 整 数 集 那 样 。 

我 们 将 像 对 整数 集 做 过 的 那样 ， 证 明 复 整数 集 Z[ 记 的 “唯一 
分 着 定理 ”， 复 整数 集 Zi 是 更 广泛 的 “代数 整数 环 ”的 一 个 特 
例 . :代数 整数 环 是 “代数 数论 ”的 题材 。 
定义 1.15 一 个 复 整数 a+ bie 2[ 订 的 范 数 NCa + 0 的 定义 

N(a+bi y=a+b, 


讨论 不 难看 出 ，N(a + bi) 是 复数 平面 上 自 原点 0 到 点 a+ 
四 i 的 距离 的 平方 。 

定理 1.12( 欧 几 里 得 算法 ) 设 5 = di+ di 为 Zi 中 任意 不 为 
寺 的 元 素 ， 0= ai +ai 为 GZF 订 的 任意 元 素 。 则 必 有 P=， to 
y=7T1+f2iE€ ZL[i]， 使 得 
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a=fi+ry, 0SNGOD)<NO)。 ,ns 
证 明 1) 几何 证 法 .全 。 i 
了 = {(clt+csi)5: c+ cri€EZ[Li]}., 
不 难看 出 ， 三 期 图 1.1 所 示 的 网 格 点 集 ， 显 然 ，0 = au+ cai 必 凑 


在 某 网 格 中 。 组 成 网 格 的 正方 形 的 边 长 为 VC37 ， 于 是 必然 存 
某 网 格 点 55 与 o 的 距离 小 于 RNRC3 ， 即 
VNGa-B) <VNG), Ne-60)<N(CD)。 
全 7 =a- 88， 即 得 本 定理 ， 
2) 代数 证 法 。 把 上 述 证 法 代数 化 ， 可 以 得 到 不 需要 借 助 对 
图 形 的 代数 证 法 如 下 ， 考 虑 i 


0 datari adit+asds 4di— ads. 
ddrdiT drd * dirdf ©? 


ad + asd, 


用 下 法 , 着 接 求 出 8 =b,+bsi。 合 b 为 最 接近 2 的 整数 。 
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Csd ~ ld 


岂 为 最 接近 -和 的 整数 ， 即 


Qidi + G2d, :由 azd ~aid， 1 
2 -| < 二 dras -5 |<3 


Y=a~B8=6(F-B)= d+ di) Cet es) 
= (ds — de2) + (dsoes + die2)i=r1 +roi, 
淇 中 ia| 志 1/2，1es1 志 1/2。 于 是 
NG 六 = (de1 ~ dse2)? + (dses + de) 
=d?ie?+d?e2+d2e? +d?e? 
<di+rdi=N(6), | 
讨论 ”从 上 面 的 几何 证 法 中 不 难看 出 ，B,y 有 时 可 能 有 四 组 
不 同 的 值 ， 所 以 8,y 不 是 唯一 的 。 
定理 1.15 NGCa+asiD)( +bai))=NCa+ai)NCO + boi), 
证 明 NCCai+aziD(D +b,i))》 
=N((Cab) ~ abs) + (Cab, + asb1)i) 
= (aib, ~ a2bs)? + (abs + 42b,)’ 
=atb? tab? + atb? +a2b? 
=(a?t + a8) (Cb? + b2) 
=N(al+asi)NGOb ,+b,i), | 
在 整数 集 Z 中 ， 仅 只 1 和 - I 有 乘法 的 逆 元 素 , 即 1 -1 
也 是 整数 。 在 复 整数 集中 ， 有 乘法 逆 元 炉 的 数 足 较 多 的 。 且 看 下 
面 的 定理 。 
定理 1.14 一 个 复 整数 al + ai 有 乘法 道 元 老 一 一 即 存 在 复 
整数 三 +bp2i， 使 ( 访 + bi)(ai+ ai) =1+ 一 的 充 杰 条件 足 NGCal + 
“02i) = ]。 于 是 这 样 的 ai+ avi 必 为 土 1, 土 it 之 
证 明 充分 性 ， (aq -azi)(ai3 4si)=N(al+ 4si)=1,， 好 
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4 + 4si 有 遂 元 环 4 - asis 

必要 性 。 由 于 

NO + bi)N(ar+ a2i) = NCCb! + boi)(a, + a2i)) 
=N(1) =1, 
而 NCb1+boi)，NCal + 44i) 皆 为 非 负 整 数 ， 故 
NOb +bsi) = N(a +asi)=1,. | 

定义 1.16 设 a,8,YE Z[i]， 如 果 4 = By， 则 称 4 为 8 的 售 数 ， 
是 o 的 因数 ， 用 符号 有 1 表示 之 。 如 果 hai, 有 Bias,。… ,Pia,, (这 里 
01,02,… ,04 都 是 复 整 数 ) ， 则 称 B 是 01,02,… ,Qn 的 公 因 数 。 如 果 
8 是 o ,G2,… ,04 的 公 因 数 ， 而 且 是 01,0。,… ,04 的 任意 公 因 数 B' 的 
傍 数 ， 则 称 6 为 01 ,0;,… ,0; 的 最 大 公 因 数 ， 

定理 1,15 设 a1,02,…,0nE [i 命 


《Qi ,0Q2， 权 ,Cn) 


={ BBs0s: BjE Zi, vi 

则 和 

1) 存在 5EZ[i]， 使 得 (Ca ,92,*… ,0n) = (6)， 

2) 如 果 (01,02,*… ,04) 三 (6),6 半 0， 则 6 是 0,02,… ,04 的 一 - 
个 及 大 公 因 数 ; 

3) 如 果 (5) = (57)， 则 5 = e865’， 其 中 为 +1, 土 之 一 。 

证 明 ” 1) 先 证 明 n = 2 时 ，(Q1,02) = (61)。 例 名 为 《94,9,) 中 
有 有 最 小 正 范 数 NC61) 者 。 如 果 不 存在 这 样 的 5， 则 (c ,as) 中 的 
复 整数 的 范 数 此 为 考 ， 即 (9,,0,) = (0)， 可 取 6 = 0。 因 此 只 须 券 - 
虑 存在 上 渡 的 5 的 情形 。 按 照 欧 几 里 得 算法 ， 存 在 复 整 数 让 ,7 
使 得 

or=Potp, NO)TNCG,), 
显然 ， = 一 所 和 ECQ1,02)， 故 必 有 NCY1) =0，7= 0， 即 有 
@=B6, la, 
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= Pad, 610,, 
于 是 有 (491,02)CC61)。 显 然 , 又 有 (41 ,02) 汪 (61)，。 我 们 证 出 (al 
-42) = (61)., 不 难看 出 
《alias aa ya) = (00s ,On)s 
用 数学 归纳 法 ， 即 知 存在 5， 使 得 
(Qi1,02,°" ,0n) = (6), 
2) 因为 
aiE (ais02,% ,0n) = (6) ={66: PE ZCi}, 
其 以 6laiCi=1,2,…,n)， 即 6 是 91,0s,… ,ar 的 公 因 数 。 
设 6' 是 901,02,… ,an 的 公 因数 ， 即 
6’|a, 6’|as, *, 6’|a 
因为 6E 《91,02,…,0n)， 故 
6=Po thart thran, PiE ZUG=1,2,.,n), 
因此 5 16, 
3) 我 们 有 6 = 66’，6’ =e’6， 其 中 s ,6’E 2Z[i]， 即 有 
6=ee’6, 
-如 果 5 = 0， 则 5 = 0， 可 取 e =1。 如 果 5 六 0， 则 有 
e€’ =1。 
根据 定理 1.14，e 必 为 +1, 土 这 一 。| 
类 似 于 整数 集 Z 的 情形 ， 我 们 引入 “不 可 约 复 整数 ”及 “ 复 
素数 ”的 概念 。 此 外 ， 由 于 有 较 多 的 可 逆 数 (参见 定理 1.14)， 我 
们 还 需要 二 复 整 数 “ 相 伴 2” 的 概念 。 ~ 
定义 1.17 设 0 为 一 非 零 、 非 可 滋 的 复 整 数 ， 即 a€ 2Z[ 记 ， 
a 夺 0, 土 1, 土 i。 如 在 4 的 任意 分 解 式 4 = 67(8iyEZEi) 中 ， 必 有 
5 或 ?为 可 道 复 整 数 ， 则 称 0 为 一 个 不 可 分 解 的 复 整 数 (或 称 不 可 
约 复 整数 )。 如 果 1p7y 时 ， 必 有 ac18 或 a1y， 则 称 “为 一 个 复 宫 
- 数 ， 设 c 和 0 “为 两 个 复 整数 ， 如 果 a = sa'， 此 处 s 为 土 1, 土 i 之 一 ， 
出 称 ac,&“ 为 相 伸 的 复 整数 。 
讨论 ” 设 4 与 %' 相 仲 ， 如果 4 为 不 可 约 的 ， 则 a 也 为 不 可 约 
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ne 


的 ， 如 果 a 是 复 素数 ， 则 c/ 也 是 复 素 数 ， 
引 理 “不 可 约 的 复 整数 篆 是 复 素数 ， 反 之 ， 复 素数 戎 是 不 可 - 
证 明 设 a 为 不 可 约 复 整数 。 设 alBy(8 ,YE ZEi)。 根 据 定 . 

理 1.15， 存 在 5E QZ[i 订 ， 使 得 ， 

《a;5) = (5)。 
合 Qa=86, b=e26, 
由 于 0 是 不 可 约 的 ， 堵 81,6 中 必 有 一 个 是 可 逆 的 。 如 果 51 可 逆 ， 赚 
6 =ae7!, | P= es6 = (E671!)0, 

即 218。 如 果 5 是 可 游 的 ， 由 于 《5) = (4,B)， 放 可 设 

6=es0+8P, 25ELTi), 

于 是 

1=6"iesa + 0-1iep, y = (tes7 + -te 他)a ao。 


注意 到 亿 < Z[]， 即 知 917， 因 此 ，0 为 复 素数 。 


反之 ， 设 0 为 复 素数 ，a =Py， 则 有 ol 有 或 aly, 不 妨 变相 pr 
好 有 上 E 2[i]， 使 得 
有 = sa。 
故 a= 有 7 =(ey)a。 由 于 ar0， 所 以 
6y = 1， 
即 7 为 可 逆 元 。 所 以 0 为 不 可 约 的 。1| 
现在 我 们 可 以 证 明 复 整数 的 “基本 定理 ”了 。 . 
定理 1,16( 唯 一 分 解 定 理 ) 设 0 为 一 非 零 、 非 可 逆 的 复 整 数 ， 
则 
1) ca 可 以 分 解 成 复 素 数 的 连 乘积 ， 即 存在 复 素数 ,py 
5， 使 得 a= TP;， 


2) 设 
3 


(%) a= TI#;= LY;, 
i-] 


i=l 
其 中 Pi,7; 此 为 复数 数 。 则 重新 排列 71,72,… ,Ym 后 ， 必 有 Pi 和 ys 
是 相 伸 的 。 于 是 n=m。 1 
证 明 1) 设 是 不 可 约 的 ， 则 令 2=1， 且 =。 否则 ， 对 
N(a? 作 数学 归纳 法 。 今 <c= 6516,, 其 中 5 ,5: 都 不 是 可 逆 的 。 由 于 
N(a) = NC6.)N(C6,), 
而 NC(60)>1，N(6,)>1， 玖 NC(61)< 之 NC(o)，N(6,) 之 NC(a)。 由 归 
纳 法 ，61,6s 都 可 分 解 成 复 素数 的 过 乘积 ， 而 =6.62， 故 4 也 可 
分 解 成 复 素数 的 连 乘 积 ， 
2) 在 题 设 之 下 ， 有 . 
Ball- (LY), 
和 于 是 有 
Ply， 或 II. 


应 用 数学 归纳 法 ， 易 于 看 出 必 有 一 i， 使 B11y3。 重新 排列 71,7s， 
ya 后， 不 妨 设 此 7j 为 7 1， 即 : 
py 
命 =51B1。 由 于 Yi 是 不 可 约 的 , 故 &1 必 为 可 逆 的 。 代入 (类 ) 式 ， 
有 
pa(TIe) =» (TY)= spTII 
t=2 lim? 四 
[6 = (Ce.y2) [yyr。 
二 2 了 一 3 
根据 数学 归纳 法 ， 得 出 Bs 与 C817。) 相 健 ，B 与 7 相 健 (1 = 3,*…， 
nn)。 自 然 ，Bz 与 7 也 是 相 促 的 。1 
以 下 ， 我 们 要 找 出 Z[ 订 的 复 素 数 。 我 们 有 
引 理 ” 设 c€EZ[D。 如 果 NCa) 是 Z 中 的 素数 ， 则 4 为 一 复 素 
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. 数 。 和 如 果 8 是 复 素数 ， 则 有 也 是 。 
证 明 显然 6 为 不 可 约 的 。 
设 B=bD+tbi=b -bi= (0+ci)Cd+ di),， 
0 = B= = C01+ Goi) (Cd, + d,i) = C0 — coi)(d, ~— d,si), 
歼 捅 可 约 一 >h 可 约 ， | 
我 们 首先 研究 2Z 中 的 素数 p 在 ZL 这 中 的 因数 分 解 。 
2 的 复 素数 分 解 式 如 下 ， 
2= -i(l+i)’ 
-《N(1+i) =2， 赤 1+ i 为 复 素数 ) 。 这 是 所 谓 的 分 歧 型 ， 
设 素数 Pp 适合 7 二 3Cmod 4)。 如 果 41 + ai 为 复 素数 ， 使 
p= (al+ asi) Ce ) le) 
《上 式 中 的 (…) 蕴 为 复 索 数 ) ， 则 有 
a2+a2= N(at+ a,i)|p’, 
于 是 a3+43=p 或 PP。 由 于 ?为 奇数 ， 故 41,4s 必 为 一 奇 一 侦 ， 
所 以 
a +a3=(1+2n)?+ (2m) =1+4(n+n+m)=1(mod 4), 
而 p=3Cmod 4)， 故 af + asp， 必 有 
(al + Qoi)(a) ~ aai) =p?, 
.此 式 堪 端 是 两 个 复 束 数 的 乘积 ， 如 果 p 为 可 约 的 ， 则 右 端 分 解 出 
素 因 数 的 个 数 至 少 为 4 。 由 此 知 p 必 为 复 素数 ， 其 复 素 数 分 解 式 
. 即 为 
p=p. 
这 是 所 谓 的 惯性 型 。 
设 素数 ?二 1Cmod 4)， 则 根据 下 面 的 定理 1.17， 可 知 
p=a?+a2= {a+ asi)(a, 一 azi)， 
因此 NGCai+asiD=NGai-asi=p， 基 ai+asi 为 复 素 数 。 所 以 
.上 式 芭 为 Pp 的 复 来 数 分 解 式 。 这 是 所 谓 的 分 解 型 ， 
定理 1, 17 (高 斯 定理 〉 一 个 奇 素数 适合 p 三 1Cmod 4) 的 大 
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要 条 件 是 存在 整数 41 ,4,，， 使 p = ai +ai。 

证 明 充分 性 。41,4, 必 为 一 奇 一 偶 。 于 是 

P=a?t+a?=(1+ 2n) + (2m)’== 1Cmod 4)。- 

以 下 分 段 证 明 必 有 要 性 。 

1) 先 证 有 一 5E Z， 使 得 b? 生 -1Cmod p)。 根 据 定 理 1.9y 
知 | 
(DD) -=12(p-3)p-2)p -l=-1mod7), 
显然 


Dee —[p ~ ts, t=1,2,° ,2 
赦 (1) 式 变 为 | 
(SS: 2) - De 人 ) 二 ~ 1(mod p), 


外 


共 中 n=0+EZ. 售 b=( 所 1 ， 即 得 Ps= -ICmodp)。 


2) 设 7 在 2[ 中 是 可 约 的 ， 即 P= (41+aoi)(b1+bsi),， 了 
NCa +asi)>1, NG, +06i)>1, 
则 
p2=NCD) = (+ DRNG + bai) = Cat + a8)Cbi+ bs )， 


故 必 有 P= 4 + 0。 

3》 我 们 来 证 明 p 在 [中 不 可 能 是 不 可 约 的 。 考 虑 
Cp,b+i)= (0), 
其 中 5 如 1) 所 示 ， 即 如 二 ~1Cmodp)，65E€2Z[i]。 则 有 
51p。 

车 Pp 在 Z[ 记 中 是 不 可 约 的 ， 则 6 必 为 可 递 元 或 与 相 伸 。 

假设 5 是 可 逆 的 。 我们 有 
ap+ph(b+i)D=6, a,pEeZ[i, 
于 是 
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fiap+8-160+iD=1， 
“ 命 人 1a=a1+api，671B=bi+ boi, 代入 上 式 ， 则 有 
ap+aspit+ bb—b)+ (b+ bb,)i= 1, 
- 亦 即 
| (aptbb-b) + aptb tbb)i=1,。 ， 
< 赦 
aip+bD-b=1I，ap+b+bbs=0。 
:将 上 面 两 式 对 模 Pp 取 同 余 ， 得 
bb -b=li(modp), b=-bb(mod p), J 
:出 站立 得 
~ bb? -bs=1(mod p), 
:然而 根据 1)， 双 有 
~b,(b?+1)=0C(mod p)。 
-以 上 两 式 显然 是 矛盾 的 ， 故 8 不 是 可 逆 的 。 
再 设 5 与 p 相 促 ， 即 有 一 可 逆 的 复 整数 e:， 使 
6 = ep, 
但 61b+i, 玖 epjb+i, ple-1(b+i)。 但 pe-!， 歼 plb+i。 合 
b+i=p(e+ Coi), 
则 有 b=pe:，1=pc。。 最 后 这 个 等 式 显然 是 不 可 能 的 。 故 6 也 不 
与 相伴 。 |! 
以 上 讨论 素数 bp 在 复 整数 集 Z[ 训 中 的 分 解 时 ， 我 们 分 别 了 三 
:种 情形 ， 分 歧 型 、 惯 性 型 、 分 解 型 ， 关 以 此 得 出 了 一 些 复 素数 及 
与 其 相伴 的 复 索 数 。 实 际 上 着 没有 其 它 复 素数 了 。 证 法 如 下 : 分 
4d1+ dsi=0 为 任 一 复 素 数 。 取 N(0) 的 素 因 数 p， 则 有 
1》 如 果 p =2， 则 2= (1+i(1 一 ia8。 于 是 (IT+ 了 iD 与 "或 可 
: 相 健 ， 即 (1 ~ 让 与 6 或 a 相 件 ; 
2〉 如 果 n 二 3(mod 4)， 则 p 为 复 素数 。 而 P128， 故 P 与 "或 
避 相 促 。 双 5 =p 与 9 或 相 促 ， 放 Pp 必 与 9 及 3 相 件 ， 
3) 如 果 p 三 1Cmod 4)， 设 p 在 4[ 训 中 的 分 解 式 为 
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p= (a + 02i) (a, 一 azi)， 
则 (ait+ asi) (a -Qi)|ag。 所 以 Ca + asi 与 或 可 相 伸 ， 即 (ai 一 
azi) 与 了 或 a 相 伸 。 
从 以 上 的 讨论 中 ， 我 们 知道 任意 复 素 数 必 与 已 经 得 出 的 复 素 
数 之 一 相 件 。 
习 题 
1。 在 2[ 让 内 将 下 列 复 整数 分 解 为 复 素数 方 舞 的 乘积 
4+7i, 3+4i, 8+11i, 
2， 判断 下 列 复 整数 中 哪些 是 复 素数 ， 
4+5i, 4-5i, 7+i, ~2-3i, 5+9i, 
3， 今 ab=5-13i 6= -2+3i， 试 求 6,yEZ[i 让 ,使 . 
a=f6+y, 0<NGOY)<NG)., 
4. 利用 人 [让 内 的 获 几 里 得 算法 求 7+i 和 5+9i 的 最 大 公 因 
子 。 
5. 设 4€ 2Z[ 让 ， 证 明 o 是 复 素 数 的 充 要 条 件 是 不 存在 复 整数 
f 寺 +1, +i,， 使 (a) 挟 (8)， 
6。 设 a,BEZ[i] 有 (a,8)=2[i] ,又 任 取 y,6E2[ 让 ， 证 
明 存 在 xE ZIi， 使 
x-7yE(a)，x-oc(p)。 
7， 设 =a+pbi(a,bcQ) 是 下 列 多 项 式 的 根 ， 
/X=X" +QIXI LT 二 aa (ar E ZL[i]), 
证 明 a 必 为 复 整数 . 
8. 给 定 素数 3,5,11,13, 判断 哪些 在 QZ[ 订 内 可 分 解 ， 在 可 
分 解 的 情况 下 求 其 复 素数 分 解 式 。 
9. 给 定 复 素数 a= -2+i， 在 了 Zi 内 定义 等 价 关 系 如 下 ， 
a~ 有 6 <=> 1-agE(o)。 
试 证 明 2Q[i 关 于 上 述 第 价 关系 的 商 集 的 基数 有 限 ， 莽 在 每 个 南 集 
中 找 出 一 个 代表 元 素 。 


36 


10。 设 是 一 个 复 素数 ， 汪 明 (a7 门 210}， 而 了 其 中 任 个 
整数 都 是 某 合 国定 素数 的 倍数 。 

11。 在 Z 中 任 给 案 数 ?， 全 (Pp) 表 示 P 的 整 倍数 所 成 的 集合 。 
证 明 在 Z[D 中 必 存 在 一 个 复 素数 a， 使 (a) NZ = (P)， 大 问 在 何 
时 这 种 “是 唯一 的 ?在 不 吹 一 时 ， 有 几 种 可 能 的 选择 ? 

12， 设 “是 一 个 复 素 数 ， 又 设 /xz) 是 系数 在 Z[iD 内 的 多 项 
式 ; 

fx)=a0 taxte tanx” (ar EZLiD). 

如 果 00,01,… ,Qn 是 n 十 1 个 复 整 数 ， 使 f(ax) E (0) ,k=0,1,2,…， 
n， 且 Qi 一 0j 蕊 (0)(i 二 站 征明 f(*) 的 系数 4x E009), =01 . 


2 


§6 p-adic 数 与 赋值 


怎样 从 有 理 数 集 Q 构造 实数 集 民 呢 ? 我 们 用 绝 对 值 定义 一 
«距离 ”D.(a,b) = 14-b|。 通常 的 距离 定义 如 下 。 

定义 1.18 设 S 为 一 集合 。S 上 一 非 负 实数 值 的 二 元 了 商 数 
D(a,b)Ca,b ES)， 如 适合 下 列 的 条 件 ， 则 称 为 距离 : 

1) D(a,b) =0<->4=0b, 

2) D(a,b) = D(C ,a)s 

3) 三 角 不 等 式 : DCa,b)+ DD(b,0) 之 D(a,0)， 

不 难看 出 D(a,b) 是 一 距离 。 有 了 这 个 距离 以 后 ， 我 们 将 证 
明 有 理 数 集 Q 的 所 有 “极限 ”的 集合 即 是 实数 集 R。 然 而 ， 有 理 : 
数 华 Q 还 有 共 它 的 距离 。 且 看 下 面 的 定义 。 

定义 1.19 设 pEZ 为 一 素数 ， 设 4EQ 为 一 非 需 的 有 理 数 . 
今 


mh 
a=p'T pim, pt rn, li,m,nEZ, 


. 则 自然 是 由 a 唯一 确定 的 。 定义 4 的 7 赋 全 为 
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yp(a) =D- 
双全 0p(0) = 0。 两 有 理 数 4,6 的 p 距离 Dp(a,b) 的 定义 是 
| Dpla,b) =vp(a —b), 
定理 1.18 2 赋值 ve 有 如 下 的 性 质 ， 
DD) yp(a) 之 0，yp(a) = 0<>4= 0 
2) vp(ab) =vp(Ca) Vp Cb)s 
3) vp(a + b)Smax(vp a) ,vp Cb)), 
7 距离 Dp 有 如 下 的 性 质 ， 
1) DpCa,b)>0, Dpla,b) =0<>a4=b 
, 2) DpCa,b) = Dp(b ,a); 
3) 强 三 角 不 等 式 ，max (Dp(a,b),DpCb， SDoCa, 2)。 
锣 此 了 是 一 个 距离 (参考 定义 1,18)。 
证 明 很 容易 自 P 赋值 vp 的 定义 1.19， 导 出 1 )，2)。 现 在 
乔 vp 的 性 质 3)。 设 


| 一 ms 


hs -pi Mr t+ p27 1n .ms 
nin, 


却 
四 vp (G+b) =p- 1 sp = max(p™!1 ,p12) 
=max(vp(Ca) ,vp CD) 
关于 p 距离 Dy 的 三 点 性 质 。 1), 2) 藻 很 显然 。 性 质 3) 同 等 
于 vy 的 性 质 3)， 即 以 
(a—-by, (Db-e), (4-c)=Ca-b0)+(b-o) 
分 别 取代 vs 的 性 质 3) 中 的 4,5,4+b， 便 得 Ds 的 性 质 3)。 | 
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讨论 1) 在 本 书 的 后 面 关于 “赋值 ” 的 讨论 中 读者 将 者 出 
@ 的 任意 赋值 此 “同等 ”于 绝对 值 或 7 赋值 vp 之 一 。 此 种 现象 
才 不 深奥 ， 然 而 此 时 还 不 适宜 于 读者 ， 所 以 暂时 略 去 。 . 
2) 适合 强 二 角 不 等 式 的 距离 忆 ， 定 义 出 一 各 奇异 的 几何 学 。 
例如 任意 三 角形 蔡 等 县 ， 即 取 4 , b ,6 为 三 角形 的 三 三 点 ， 如 
D(a,b)>D(L,c)>Dla,c)， 则 
max(D(a,c), D(Ce,b))<D(a,b) 


为 不 可 能 。 又 例如 加 内 任意 点 此 是 圆心 ， 即 如 4 是 车 心 ，4 在 区 
肉 ，c 在 贺 上 ， 则 有 
D(a,c) =r>DC, a), 
max(D(a,b), Db,c))> Da, c), 
必 有 DCb, ce) =r。 
定理 1.19 今 纪 Ca) = 14|， 则 有 
"=(2? ?Co = 1。 
证 明 显然 。 | 
定理 1.20( 赋 值 的 独立 性 ) 今 w 为 绝对 值 。 任 取 5 及 7 个 
p 赋值 vp ,v Po “VDp 任 取 a, a, ds, 觅 村 ‘a, EQ, 以 及 E 全 0， 
p11,p-13,…,p-!1:， 则 存在 bEQ， 使 
1) v.Cb— 0)=|b-al<e; 
2) 7p (b—-a)<pit, 1=1, 2,* n, 
证 明 千 用 中 国 匀 定理 来 证 明 ). 今 骨 为 GayQm 
的 最 小 公分 母 。 合 
| pi't =vp, Cm), ri=lit Si 
f= max{1, fT1, fos "es ra} 
根据 中 国 剩余 定理 ， 可 得 出 一 。， 使 


ceai(mod p!), t= 1， 2， 


位。 
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孝 


_ © _ 
Vp, (C ~ Mmai) pi'", vp, (Sa )<pi'i, 


命 9= (pipe…pn)'， 取 适当 的 整数 4,v， 使 


仿 b=. 


测 自然 适合 条 件 1)。 又 由 强 三 角 不 锋 式 ， 有 


人 


以 上 的 两 个 定理 是 讨论 各 赋值 的 关系 。 以 下 设 5 为 一 集合 ， 
为 定义 其 上 的 一 距离 。 根 据 本 节 的 内容 ， 可 令 S=Q，D =D。 
或 Dp。 然 而， 在 本 书后 面 的 部 分 ， 我 们 将 把 同样 的 讨论 ， 引 用 
到 一 些 广义 的 “ 环 ” 上。 为 了 避 驶 重复 论证 起 见 ， 我 们 讨论 一 广 
义 的 集合 S 。 


定义 1.20， 取 可 数 无 限 个 S 的 直 积 TS， 共 元 素 


{041} = (al yan) 
: 称 为 序列 。 给 定 一 个 距离 D。 如 序列 {ai} 透 合 以 下 的 条 件 ， 则 称 
为 柯 西 序列 ， 或 也 收敛 序列 ， 对 于 任意 有 理 数 e 之 0， 有 一 正 整数 . 
.NC = N(e)) 存 在 ， 使 当 m,n>N 时 ， 
Dlan,an)<e. 
新 有 柯 西 序列 的 集合 ， 称 为 柯 西 序列 集 FCD)。 
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定义 1.21 ”两 何 西 序列 {ot} , {541} E FCD)， 如 适合 以 下 的 条 
忻 ， 则 称 有 共同 的 极限 ， 用 符号 
, {a} ~ {bs} 

表示 之 ， 对 任意 的 有 有 理 数 e>0， 有 一 正 整数 NC = N(e)) 存 在 ， 
使 当 m>>N 时 ，DCan;pm)<s。 

定理 1.21 柯 西 序列 的 有 共同 极限 的 关系 是 一 等 价 关系 ( 参 
考 定义 1,4 的 计 论 )。 

证 明 1) {a} 六 {41}。 显然 。 

2) {ai) 、 {0:}， 则 {01)} 六 {04}。 显 然 。 

3) 没 {0i} 六 {Bi} 六 {01} 给 定之 0， 则 有 一 和 NN 存在， 使 当 
m>N 时 ， 


Dan bn)<T, Dbn,cm)<5. 
用 三 角 不 等 式 ， 得 册 
~ D(am, en)ED(an, bm) + Dbn, cm)<E, | 
定义 1.22 ”由 等 价 关系 ^. 所 产生 的 柯 西 序列 集 的 商 集 (参考 
定义 1.4 及 其 后 的 讨论 ) 称 为 S 的 DD 完备 化 集 ， 每 一 个 等 价 子 集 称 
为 共 元 素 的 极限 。 如 S = Q，DD 为 由 绝对 秆 引 生 的 距离 D-， 则 比 
完备 化 集 称 为 实数 集 R。 如 8S = Q，DD 为 由 7 赋值 vp 引 生 的 距离 
Db， 则 此 完备 化 集 称 p-adic 数 集 Qy。 
讨论 p-adic 数 又 称 p 进 数 。 然 而 二 进 数 、 十 进 数 等 又 是 实 
数 的 一 些 表 示 法 。 如 此 ， 名 词 就 混淆 不 清 了 。 为 此 本 书 中 用 “p- 
adic 数 > 表示 如 上 定义 的 Qp, 用 7 进 数 表示 实数 的 7 进位 制 。 | 
定义 1.22 给 出 了 实数 集 尺 及 p-adic 数 集 Qp 的 严格 与 完整 
:的 定义 。 以 下 我 们 要 进一步 地 闹 明 其 意义 。 
定理 1,22 人 DD 为 S 的 一 距离 ，Sb 为 相应 的 完备 化 集 。 则 
下 列 陕 射 9: SS 一 bp 是 一 单 射 ; 
pa) = (aa 0 0,00) = {4), 
证 明 ”是 然 ，{0} 是 一 林 此 序列 。 如 4 万 b， 分 8=D(a,b)， 
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负 
D(a,b) Ye, 

即 {a}), {5} 没 有 共同 的 极限 。 | 

如 果 我 们 把 Q 认同 于 pCQ)， 则 Q 成 了 Quo 的 子 傈 ， 共 次 我 
们 考虑 怎样 更 具体 地 把 Qp 写 出来， 如 D=D。 时 ，Qp =R， 我 
们 有 众所周知 的 十 进位 无 穷 小 数 表示 法 。 这 创始 于 中 国 商 代 ， 对 
于 汉代 的 完美 的 数学 工具 是 极 重要 的 准备 。 根 据 以 上 的 讨论 ， 我 
们 可 以 如 下 地 理解 这 个 十 进位 小 数 ， 任 取 一 柯 西 序列 {a1}， 取 ec 
=10-’。 侈 Nj 为 有 如 下 性 质 的 正 整数 (参考 定义 1.20)， 如 mm, 下 
>N; 时 ， 

DCanan) = |an -an| 安 8 
即 am 的 十 进位 小 数 展开 式 与 an ,+: 的 十 进位 小 数 展开 式 其 小 数 
点 后 (I 一 1) 位 全 同 。 考 上 由 Qwi+19 1 = 1,2,3,"°, 7, » 则 小 数 逐 . 
浙 确 定 了 。 取 其 极限 ， 则 得 一 无 穷 小 数 ， 即 一 般 实数 的 无 穷 小 数 - 
展开 式 。 这 种 表示 法 并 无 唯一 性 。 例 如 ，1 = 0.999…9…。 用 柯 西 ， 
序列 来 说 ,, 即 以 下 两 个 柯 西 序列 
(1,1,1,.,1,.), 
(0,0.9,0,99,.,0.9999.9, .) 

是 有 共同 的 极限 的 。 

如 同 十 进位 无 穷 小 数 一 样 ， 我 们 可 以 同 法 得 出 p-adic 数 斥 
展开 式 ， 任 取 一 分 数 aEQ，a 于 0。 合 

a= 了 下 ， ptm, ptn, lm,nEZ, 
因为 n,n 互 素 ， 所 以 存在 rsEZ, 使 
sn+t+rp=1, 
今 上 为 [sm]p 的 主 余数 ， 则 有 
LsCm—nt)]p= [Lsm— snt]s = Csm -ts= [C0], 

于 是 有 
. plm-— ni, 


42 


m—nt m’ 
a-ip! =p!( 守 -= DID -i? 


Dopla,tp' EP Lp 


再 以 同 法 可 以 进一步 展开 p'+1 -号 。 如 此 深 步 展开 情 ， 可 得 一 


的 备 级 数 ， 其 系数 背 取 自 {0,1,2,…,7 一 1}, 例 如， 会 P=3， 则 
-1/6 的 p-adic 数 的 展开 式 是 


| 一 证 =31t1+3 二 89 二 83 二 二 8 二， 
期 
Ds (31r1+3tem tr)) 3 0, 
不 难看 出 ，Qz 即 


{Beer': o<i<?). 


不 同 于 十 进位 小 数 的 是 Qs 的 元 来 的 p-adic 数 的 展开 式 是 唯一 
的 . 

定义 1.23 在 只 中 定义 不 等 式 如 下 ， 取 a,BER， 今 {al， 
{94 为 以 a,8 为 极限 的 两 柯 西 序 列 。 任 取 *>0， 如 有 存在 ， 
使 i>N 了 时， 有 

ai 守 bi; E， 

册 称 {af}>>{b} 及 op。 如 a>6 且 4 万 8， 则 称 2>P， 

定理 1.28 ”以 上 定义 的 不 等 式 有 如 下 的 性 质 ， 

1 如 柯 西 序列 {a4}, {a} 有 共同 的 极限 ，{b1)}, {51} 有 共同 的 
极限 ， 则 

{a)>{b} <> {04}2{51}, 

此 即 不 等 式 在 尺 中 是 有 意义 的 ， 

2) 如 a 宇 B,. f 汪 0， 则 a=Bi 

3) 如 0 宕 hp 宇 7， 则 a 过 7 
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4) 任 取 wpER， 必 有 0 或 有 >0 

证 明 读者 试 自 证 之 ，| 

我 们 把 四 则 运算 自 Q 扩充 到 Qo。 请 注意 如 一 柯 西 序列 {a1} 
不 以 0 为 极限 ， 则 其 仅 有 有 限 多 个 ai 可 为 0 ， 即 Qo 的 任意 元 
素 c， 如 不 为 需 ， 莫 有 一 柯 西 序列 {ai}(a 到 0) 以 o 为 极限 。 

定义 1.24 任 取 o,6EQo. 倒 {ai} 是 以 4 为 极限 的 柯 西 序列 ， 
{5 让 足以 6 为 极限 的 阿 西 序列 ， 则 {ai+ 昌 } , {41 一 所} , {0ib} 蕴 是 - 
柯 西 序列 ， 其 极限 分 别 定义 为 o+ha-p,a6p。 如 o 反 0， 设 {ai} 
以 5 为 极限 ， 关 县 ai 夺 0， 则 {bi/ai} 是 一 柯 西 序列 ， 共 极限 定义 
为 Ba. 

讨论 读者 试 自 证 ， 以 上 的 定义 与 {41} , {9} 无 关 ， 仅 与 共 极 
限 有 关 ， 即 ， 如 {a1} > {a4}，{51} 六 {21}， 则 有 

{ait bi} ~ {a + 01} 


等 等 。| 
以 下 ， 我 们 把 距离 六 ， 自 3 扩充 到 Sb， 并 且 还 用 同一 符号 
:表示 之 。 


定义 1.25 任 取 两 柯 西 序列 {oij,{2， 我 们 定义 Daijs 
{5b1)) 为 一 序列 {c1}， 这 里 
c= D(ai, bi). 
在 下 一 定理 中 ， 我 们 在 So 中 取 距 离 D， 在 尺 中 取 是 离 D、 
定理 1.24 1) D({ai},{bi)) 是 Ds 柯 西 序列 ， 
2) 如 {4i} 与 {414} 有 共同 的 极限 a，{05i1} 与 {54} 有 共同 的 极 卫 : 
186， 则 DC{ai},{01)) 与 DC{a! },{51)) 有 共同 的 极限 ， 记 为 DCa， 
Bb)s 
3) D 是 S55 的 一 距离 。 
证 明 1) 任 取 e>0， 则 用 (a),N(5b5)， 使 
Dlam,an)<E/2， 当 m,n>N(a), 
DOmnbn) Ee/2, m,n>NCb), 
取 六 =max(N(Cao ,NGCD)。 于 是 当 m,n>N 时 ， 利 用 三 角 不 等 
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式 一 -在 下 式 申 假设 Dlam,bm) 之 DCan,bn) 一 一 有 
Dcm,cn) = lem— esl = D(an,bn) — Dan ,bn)| 
<|Dlan,an) + Dlan, brn) + DODn, bm) 一 D(an ,ba)l 
= |D(an,an) + Dbm, bn) |<E, 
苑 DC{aiy,{b)) 是 也 柯 西 序列 。 
2) 全 DCa4),{01)) = {o}。 任 取 =>0, 则 有 N(a) 及 NCD， 


使 
D(a, ,as)<E/2, 当 n>N(a), 


D( ,六 )<z/2， 当 n>N(Gb), 
取 入 =magCN(e),N(C5)), 于 是 当 n>NN 时 一 一 假设 cx 之 9, 一 一 
有 . 
DCeascs) = eu 一 co = |DCan ,bs) - DCar ,bs)| 
<|DCan,as) + Das ,bs) + DG’,bn) - Dlas ,bs )| 
= |D(a,,4) + DCOb,,b%) [|<s, 
3) 根据 1) 及 2)，D 是 定义 在 Sp 上 的 非 负 实 什 二 元 醒 数 。 
现 要 证 明 D 是 一 距离 。 很 容易 验证 距离 的 三 项 性 质 的 前 两 项 。 我 
们 仅 证 明 第 三 项 ， 即 三 角 不 等 式 。 今 0, 有 7ESp，{aij (ph 
{ei} 为 三 柯 西 序列 , 分 别 以 a,5,? 为 极限 。 任 取 之 0， 则 有 一 共 
筒 的 N 存 在 ， 使 坟 之 六 时， 有 


€ € 
D(an, ,bmn)> Dan, bn) -3 DO ,om)>D(ba, en) 一 可， 
£ 
， D(an,cw) D(an, cm) 一 3。 
于 是 有 
Dan ba) + DCmscm) >DCaw, bs) + DCbw, en) -全 
28 
人 DCexw en) 一 柯 之 Pancn) 一 és 


根据 定义 1.24 及 1.23， 得 
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{DCassbi)} + {Db3,00)} ={D(a1,b OOD 
{Dlai ,64)}, 本 


即 ”Dep+D(7D>DD 
我 们 要 证 明 ， s 对 距离 D 的 完备 化 集 5 是 “完备 的 ” 。 赛 
们 给 出 以 下 的 定义 。 | 和 


定义 1.26 设 DD 为 集合 5 的 一 下 离 ， 如 适当 下 浏 的 条 件 ， 几 
称 S 对 DD 是 完备 的 ，S 的 任 一 柯 西 序列 {eai}， 若 有 一 极限 点 。 即 ， 
如 {ai) 为 刀 柯 西 序列 ， 则 存在 <cESi 使 对 任 吉 的 “> 有 一 下 . 
戟 数 W = NCe)， 只 要 n>N， 则 有 ， i 

| D(an,o)<s, 

定理 1.25 . 设 5 为 一 集合 ，.D 为 3 前-- 王 离 ， 则 S$ 的 D 完 各 
化 集 So 是 完 各 的 

证 明 令 {o1} 为 So 的 一 万 柯 西 序列 . 对 鱼 个 mcSo 取 人 多 
中 的 一 柯 西 序列 {241} = (allyaia yainy)， 使 其 以 ai 为 极限 。 
入 ND 为 用 的， 当 虽 ， ">NCGD 时 ， 2 


Daimie < 


适当 地 加 大 NC) 以后， 不 妨 设 

NG)<NCD)<…<NG<NG+ID<…。 
全 页 =auadb。 将 证 ，1) {b) 是 也 柯 西 序列 《于 是 合 a 为 ft ] 的 
极限 ， 自然 在 So 中 ); 2) “是 {ai] 的 极限 点 (如 此 则 知 5o 是 完 
备 的 )， 可 
先 证 1)。 给 定 一 :之 0， 因 {ai} 是 So 的 DD 柯 西 序列 ， 故 存在 
一 NN,， 当 m,n>N, 时 ， 有 


{D(am!t ,oD}<{3) = (党 …). 
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有 . g 
D(ami,ani)< 可 


取 Na， 使 六 << 李 。 含 信 =max(NiN。 任 取 min>N， 利 用 


三 角 不 等 式 ， 则 有 
DObm ,pw) =D Cannem) anwtn)) 
‘D(an, yom sami) + Dami,ani1) 
+ D(an1,a Co 


< rk 


兹 处 LmexCNalm, mn) ,NCm) ,NCn)), 于 是 tb } 是 DD 柯 西 序列 。 
2)》 惠 用 1 中 已 证 出 的 结果 。 任 取 21， 倒 8=e1/2， 按照 1) 
的 证 法 ， 得 一 正 整 数 NN， 设 1,n>N, 命 
s>max(N,(n,l),N(Cn),N()), 
剩 用 三 角 不 等 式 ， 有 
Dlas1,b1) = Dlani, ar,we)) 
‘Dayans) + Dlans ,410) 
+ Dars,arne)) 
< 可 + 可 + 可 = 
搁 照 定义 1.23， 得 {P(ansgpiD))} 委 s， 即 
D(a, ,0)<e<e, | 


习题 
1，。 设 Qu 内 两 个 数 94, 有 ， 
a=3+7X11+9X11?+2xX11?+7X11+., 
B=8+2x11+5X11+10x11+11+ 
坛 计算 a+ 有 的 表达 式 到 第 五 个 数位 。 
3 2， 设 aEQ， 它 在 Qg 内 的 表达 式 为 


47 


4=a_mnp "+a_ mip + 十 Co+QaDp+。…， 
试 求 -a 的 表达 式 。 
3， 在 Q 内 计算 : 
(6+4x7+2X72+1X78+，…)(3+0X7+0X72+6Xx73+ 0) 
到 第 四 个 数位 。 
4。 在 Qi 内 求 o， 使 
a(3+2x5+3x5:+1XxX5 +.)=1, 
计算 到 第 四 个 数位 。 
5。 设 a<EQh, 如 果 它 的 p-adic 表达 式 中 只 有 有 限 多 个 系数 : 
不 为 畴 ， 证 明 a 是 正 有 理 数 ， 且 其 分 母 为 p 的 方 罕 ， 
6。 证 明 在 Qs 内 6 可 以 开 末 方 ， 即 存在 
(ao+aXx5+aXx52+，…)2=1+1X5 (0 过 ai 二 4)。 
7。 证 明 在 Qis 内 7 不 能 开平 方 。 
8， 设 acEQr。 证 明 a 的 p-adic 表达 式 
a=amp +amp ++ta tapt 
从 某 处 起 数位 循环 ( 即 对 某 个 正 整数 r 和 某 个 整数 N， 当 i>N 时 - 
有 ar= 40 当 且 仅 当 <EQ。 
9， 给 定 Q* 内 一 个 级 数 
本 al + Qs+ Qs+ oe, 
如 果 它 的 部 分 和 序列 
Sn=01+02+ +an 
有 极限 ， 则 称 该 级 数 收敛 证 明 级 数 0 收敛 的 充 要 条 件 是 
{an} = {0}。 
10. 证 明 在 Qs 内 方程 x* -x*=0 有 个 解 , 
11, 证 明 {1 + 让 + “0 + 二; n= 1,2,3,…] 对 任 僻 p-adic 赋 亿 “ 


ni 
而 着， 不 是 一 个 柯 西 序列 ， 因 此 ， 在 Qs 内 。 没 有 定义 。 
12. 证 明 ， 如 plxGxEZD)， 那 么 ， 对 p-adic 冉 值 而 可 ， 序 殉 
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是 一 个 栖 西 序列 ， 于 是 在 Qsp 内 e* 有 有 意义。 
13。 已 知 有 广义 二 项 式 定理 如 下 ， 


《1+2XD 1 1+ ), 


共 中 iEQ， 而 
(0 ) = 
. i/ 1 ， 
试 证 明 在 Qs 内 有 


5 ， 
ttt tt 


1 一 3 
于 是 有 
(1+ xX) ?1 + XC +L) C+) oe 


=(1+x) Cl+x) 1+ x) 1+x") .mod 3) $ 
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第 二 章 群 论 
$1 群 的 定义 


定义 2.1 设 G 为 一 非 窄 集合。 如 果 任 取 G 中 的 二 元 及 
和 ，aXb 也 是 G 中 的 一 个 元 素 ， 则 称 “ 关 ”为 一 个 双 项 运 第， 如 
盯 对 G 的 一 个 子 集 五 而 划 ， 从 H 中 任意 两 个 元 素 4 及 得 到 的 
4aXxb 恒 在 里 中 ， 则 称 电 对 关 是 封闭 的 ， 即 关 为 日 的 双 项 适 算 ， 
在 整数 集合 中 ， 加 、 减 、 乘 都 是 双 项 运算 ， 而 除法 则 不 是 双 
项 运算 ， 因 为 除法 运算 的 结果 可 能 是 一 非 整数 ， 甚 至 为 无 益 入 。 
定义 2.2， 设 怠 为 一 非 宅 集合 ， 关 为 一 双 项 运算， 如 有 下 列 
作风 则 称 (G , 关 )( 简 并 之 ，0 ) 为 一 群 
) 结合 律 。 即 对 任意 的 4 ， 6 , CEG, 恒 有 
,0 Caoxb) Xe=axCboe), 
。…2) 攻 元 。 即 存在 一 元 素 eEC， 使 得 G 中 任意 元 素 a 项 过 全 
exa=aXxXe=e, 
3) 逆 元 素 。CG 中 任意 元 素 a 此 有 对 关 的 逆 元 素 ， 即 有 一 陆 
: 案 5EG， 适 合 
axb=b Xa=e., 
讨论 1) 结合 律 的 意义 是 双 项 运算 头 的 结果 与 运 算 顺序 的 
先后 无 关 ， 所 以 我 们 可 以 定义 
axbxXcec=ax(bXxe) = (axb) Xe, 
在 一 般 运算 中 可 以 省 去 括号 ， 
2) 这 元 的 唯一 性 。 设 另 有 一 么 元 。 ， 则 有 
e=eXe’ =0’。 
歼 得 么 元 的 唯一 性 。 
3)》 滥 元 此 的 唯一 性 , 设 b 及 b' 冰 为 一 元 素 4 的 选 元 过 ,期 有 
b=bXCaxb’)= CXa) Xb = bs, 


$0. 


故 得 逆 元 素 的 唯一 性 ， 一 元 来 4 的 敢 元 开通 常 以 o 表示 之 ， 

4) 通常 以 a" 才 示 0a 尖 a 尖 这 党 a， 起 计 有 P 个 通常 以 
表示 6-1%%ar-! 共 心 尖 or， 武 中 有 mm 个 必 1 

5) 使 得 a" = 。 的 最 小 的 让 整数 n ， 称 为 元 素 。 的 阶 ， 记 妆 
oa) =n, 如 果 a 水 不 等 于 。， 则 称 ” 的 阶 为 无 罗 大 ， 证 为 
0(4) = co。 

6) 易 见 a1 关 4 的 北 元 崇 是 az1 关 ail。 同 理 ， Ga an 
的 池 元 素 是 ai!' 关 … az1 Xai!。| TT 

群 的 定义 至 为 简单 ,因此 群 的 范围 涵盖 很 广 .我 们 可 以 把 群 的 
人 3 太吉 人 之 中， 全 的 本. 人 和 全 人 
的 运动 集合 、 向 量 空间 的 线性 变换 集合 等 ， 从 而 得 出 这 些 集 合 
的 群 论 的 数学 关系 。 现在 我 们 要 研究 一 些 例子 ， a 

例 1 整数 集合 Z 对 加 法 “+ "而 言 是 一 群 对 乘法 *，" 而 
喃 并 非 一 群 。 这 因为 它 不 适合 定义 中 的 “化 元 来” 的 条 件 ， 例 如 
2 并 无 整数 为 其 送 元 素 。 

{0},+) 及 ({1)， “此 为 于 这 类 由 双 项 运算 的 么 元 所 
构成 的 群 ， 称 之 为 必 群 。 : 

(Z。 + ) 是 一 性 ， 这 个 涪 是 由 [1]s 梨 天 相 加 所 下 记 的 类 做 
地 ， 整 数 加 群 {Z, + } 是 由 1 及 其 递 元 素 -1 黑 次 相 加 所 生成 的 ， 
一 般 慎之 ， 如 果 一 群 G 是 由 某 一 元 素 e 及 其 豫 元 素 o-1 时 式 进 行 
双 项 运算 所 生成 的 ， 则 称 G 为 一 循环 群 。 

例 2 ”个 物体 的 对 称 群 S*。 不 妨 设 这 ”个 物体 为 整数 1， 
;2,…，n。Sn 是 {1,2，…50} 到 自身 的 单 满 映射 的 集合 ， 此 群 中 丁 
.个 元 素 的 双 项 运算 定义 为 映射 的 合成 ， 基 | 

(a 尖 0)(D =a(6(D)， i=1,2,.",1, 
此 群 中 的 元 素 c 可 以 表 成 


=-( 1 2 n ) : 了 

0(1) 0C2》 oe CKP ?| ~ 

或 中 的 下 行为 (1,2,…,n》 的 男 一 排列 。 此 种 排列 的 个 数 为 
“8 


11， 故 知 S。 的 基数 是 1 1。 
例 3 平面 上 的 平移 群 、 反 射 群 、 旋 转 群 及 刚体 运 动 娠 。 今 
{O5X,Y)} 为 平面 上 的 一 直角 汲 标 系 ，(x, 纺 为 任意 点 的 坐标 。 此 
四 群 中 的 元 类 都 是 平面 上 的 单 满 了 映射， 而 其 双 项 运算 盎 是 映射 的 
合成 。 
平移 苹 由 平移 ps (o,5eE R) 组 成 ,Bb 对 平面 的 作用 定义 如 下 ， 
BavCx,y) = (x+a,ytb), | 


不 难看 出 
Boo XPBea = Pose,vti. 


葡 此 可 得 ， 有 oo 是 么 元 ， 而 Bo。 的 逆 元 过 是 B_。,_，. 
取 平 面 上 的 一 直线 ! ， 对 此 直线 的 全 体 镜 象 映射 构成 一 群 ， 
这 就 是 反射 群 。 为 简便 起 见 ， 不 妨 假 定 达 条 直线 即 是 Y 轴 ， 则 镜 
象 映射 如 图 2.1 记 示 。 镜 象 映射 7 的 作用 如 下 ， 
YX,y) = (-x,Y)。 


图 2.1 


不 难看 出 7X7y=ele 表示 乏 映射 ， 即 eCx,y) = (x, 力 )。 反射 群 中 
具有 两 个 元 来 6 及 7。 
平面 上 以 一 点 为 旋转 心 的 所 有 旋转 构成 一 群 ， 即 所 谓 旋 转 
车 。 为 简便 起 见 ， 不 妨 假 定 此 旋转 心 即 原点 。 仿 旋转 角 为 9C0:<9 
过 360") 的 旋转 为 P,。 不 难看 出 
po KPos=Plos+o]s 
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其 中 [6 + 6 天 示 四 + 6 对 横 360 的 主 余 数 。 在 此 群 中 ps 为 么 元 ， 
1 的 逆 元 素 是 Pr 。 

保持 平面 上 的 所 有 点 之 问 的 距 次 的 平面 到 白 身 的 喘 射 所 构成 
的 群 、 称 之 为 刚体 运动 娩 。 不 难看 出 ， 此 种 刚体 运动 必然 把 直线 
映射 成 直线 ， 工 卫 保 持 两 直线 的 交角 不 变 ， 共 理由 可 见 图 2.2。 


如 a,b 及 b,c 的 距离 分 别 竺 于 a ,b 及 b ,ce' 的 距离 ,而 e' 不 在 过 2 ， 
3 的 直线 上 ， 则 4 ,ce 的 距离 必 小 于 a ,。 的 距离 ， 这 与 刚体 运动 
的 定义 不 符 。 同 理 ， 只 要 连接 两 条 相交 的 直线 ， 成 一 三 角形 ， 便 
可 看 出 两 直线 的 交角 在 刚体 运动 下 不 变 。 
取 一 刚体 运动 吕 。， 设 所 把 原点 (0,0) 映 成 (a,b) 点 ， 则 有 有 
(8_。 pm) (0,0) = B,C0,b) = (00,0), 
扼 B.。,_， 关 1m 不 移动 原点 ， 取 一 适当 的 旋转 角 9, 以 旋 忽 平面 使 Y 
轴 重 合 ， 即 
PepP-o-y m0,Y) = (0, 8), 
此 时 XX 轴 或 重合 ， 或 恰好 反方 向 ， 也 即 
PoXBo bmMm=e 或 yps Bob m=e, 
由 此 可 得 
m=pabXPptio] 或 fh=PBos prol XY 
苑 任意 刚体 运动 此 是 由 平移 、 旋 转 及 反射 生成 的 。 
例 4 在 物理 学 中 右 佑 利 略 群 及 罗 伦 兹 群 ， 为 简明 起 见 ， 设 
窗 间 为 一 维 ， 以 X 辅 天 示 之 :时 间 为 另 一 维 ， 以 工 轴 表示 之 。 设 
另 一 坐标 系 {X 7“ ,了 } 以 速度 4 平稳 地 向 轴 的 右 方 运动 。 则 分 利 
第 群 的 元 素 9。 可 寄 成 如 下 的 映射 
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(F(T) 
Ju Iv= Gu ° qv = utrvs 
而 且 时 间 轴 不 受 运动 的 影响 ， 伽利略 群 与 牛顿 力学 有 密切 的 关 
系 。 在 生 顿 力学 中 ， 时 间 是 不 受 运 动 影响 的 。 
罗 伦 北 群 的 元 素 儿 ,的 定义 如 下 
x—ut 

VI /oy 
)- t—ux/e? -( 让 

1- ue 
其 中 ?是 光速 。 经 简单 计算 ， 我 们 得 出 

Lu L y= Vu? Ly= Lows 
此 处 ww 满足 w (uc) 二 GUO) 

ec 1+u/e? 

不 难 证 明 ， 如 果 |u|< 之 ce，1v|<e， 则 有 1w|<e。， 即 罗 伦 牙 群 中 所 
有 适合 |x|1<e 的 元 素 2。 自 成 一 较 小 的 群 。 这 是 物理 中 极 有 趣味 
的 现象 ， 我 们 可 以 设想 一 太空 飞船 以 速 嘴 离开 地 球 ， 而 此 飞 般 
双 发 射 一 相对 于 它 的 速度 为 4 的 火箭 。 则 从 地 球 上 观测 ， 此 火 策 
的 速度 为 见面 不 是 za+b 如果 ,5 上 篆 小 于 oc ， 则 纪 也 小 于 c. 
此 即 物 理学 中 “光速 不 可 超过 ”的 定律 。 此 定律 其 实 不 外 乎 罗 伦 
兹 群 内 某 和 和 群 论 的 关系 。 罗 伦 兹 群 与 电磁 学 有 密切 的 关系 ， 更 是 
特殊 伺 对 论 的 基石 。 

例 5 线性 群 CLCn,R)，。 到 行列 式 不 为 知 的 9x7n 实 数 答 阵 ， 
构成 一 个 集合 。 在 此 和 集合 中 取 和 矩 泗 的 乘法 为 双 项 运算 ， 则 此 集合 
成 为 一 群 。 其 理由 如 下 以 det 4 表示 惩 阵 4 的 行列 式 ， 线 性 代 : 
数 中 有 如 下 的 公 


不 难看 出 
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otcAB) = = det 4 det 也 ， 


故 知 GLCr,R) 对 乘法 而 放 是 封闭 的 ， 在 线性 代数 中 区 有 有 
A(BC) = (AB)C, 


故 知 比 法 有 结合 律 : 羽 知 么 矩 竹 /5 的 行列 式 为 1， 而 且 
, ，. 14= 47 =4， 

故 1， 即 乘法 的 么 元 。 又 由 线性 代 歼 知行 列 式 不 为 霉 的 拓 阵 4 专 
有 省 适 阵 4-:，4-: 的 和合 列 式 显 然 不 为 等 ， 故 在 GL(n,R) 趾 。 所 
以 en,R) 对 扰 阵 乘法 构成 一 群 ， 

此 群 可 以 理解 为 n 维 向 量 空间 RR'.[: 的 非 奇 异 的 线性 变换 所 
构成 的 洛 。 

习 题 1 

1。 营 集 合 G 非 空 ，G 中 有 双 项 运算 “ 光 ”, 关 满足 结合 律 ，- 
则 称 C (对 运算 光 ) 构 成 件 群 (semigroup)。 车 G 为 中 群 ， 且 存在 
ecEC, 使 得 aXe=e%a=al(YaEG), 则 称 G 为 之 时 群 (monoid)，, 

《1) 证 明 偶数 集合 2Z 对 通常 乘法 构成 侍 群 , 但 不 是 么 年 群 ， 

(2) 在 2Z 中 定义 运算 关 ; 

aXb=atb+rab (Va,bE22), 

证 明 2Z 对 运算 关 构 成 么 个 群 。 

2。 证 明 烙 的 定义 可 改 迟 如 下 ， 设 G 为 非 实 集合 ， 关 为 G 中 
芍 双 项 运算 。 如 果 ，(1) 尖 有 结合 律 ，(2) C 中 存在 左 么 元 e'， 
即 对 任意 的 cEG ,总 有 ea = (3) G 中 任 一 元 素 4 有 左 计 元 a' ， 
即 aa=e， 则 称 C 为 群 . 

证 明 在 上 述 定 义 中 的 “ 左 ” 都 改 成 “ 右 ” 也 是 可 以 的 ， 

试 举 一 例 ， 说 明 将 上 述 定 义 中 的 (1) ,C2) 保 留 , 将 (3) 改 成 “G 
直 任 一 元 素 有 右 道 元 ” ，G 可 以 不 是 群 。 

3。 证 明 群 的 定义 可 改进 为 ， 设 G6 为 非 容 集 合 ， 基 为 C 中 双 
项 运算 ， 如 果 : 《1》 关 有 结合 律 ， (2〉 对 任意 的 4,5EG, 方程 
4x =b 及 ya =b 都 得 有 解 ， 则 称 6 为 群 。 

4， 在 一 个 有 双 项 运算 关 的 代 合 5S 中， 如 时 
axb=axc==> l=e (Ya,b,c€ES), 

则 称 > 友 友 消 去 律 ， 辣 伴 ， 
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bX =eXa——> b=e (Va,b,cES), 

则 称 S 右 右 涌 去 律 。 证 明 运 算 适 合 结合 律 且 有 左 、 右 消去 律 的 非 
罕有 限 集合 是 群 

5, 以 PLCn,RR) 央 示 所 有 nx 的 实数 条 阵 的 集合 ,证 明 对 通 
和 的 加 法 而 车 ，FLCn ,RR) 是 一 个 群 ， 称 为 全 线性 群 《full linear 
group), 

6， 信 SLC(n,R)={A: AEF(n,R),deth=1}， 证 明 SL(n， 
R) 对 乘法 成 群 ， 称 为 特殊 线性 群 (special linear group)。 

7， 四 元 数 集 (quaternion) 是 指 集 合 {C40 ,941,055,909): AER 
《Yi=0,1,2,3)}。 通 常 写成 

(Q0,01502,03) = 40 + ai+ Gj + asks 
11 ,适合 下 列 采 法 规律 ， 
1l°i=i, 1°j = lk=k, 
i2=j2=k?=-1, 

R=ij= -ji isjek=~kj, j=kei= ik, 
一 般 元 素 乘 法 按 分 写 律 进 行 ,证 明 非 段 四 元 数 集 关 于 科 法 构成 群 。 

8， 设 了 为 一 个 指标 集合 ， 任 取 一 些 群 G1CiE 站 , 合 ei 是 G1 的 
么 元 。 定 义 

四 = {Co ,Qi,…): 41€E Gi, 除 有 限 多 个 以外，ai = ef 
称 之 为 {Gi: 1 E71} 的 直 和 (direct sum)， 定 义 
(GD TO PD 

证 内 Oot 是 一 个 群 。 


9， Ci 如 题 8。 定 义 
Te， = {C0 ,A ): QE Gi}, 


关于 
称 之 为 {Gi: 5E 他 的 站 积 (direct product)， 定义 
《Qi 
证 明和 Gi; 是 一 个 群 ，。 


‘El 
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10， 以 彤 变 天 CELC2 及) 的 么 碟 。 合 


1 = | 的 " |c CLC2n,R), 


La 
47 过 示 A 的 忽 侣 (transpose)。 定 义 
Sp@2n,R) ={A: AC GL(2n,R), Ar14= 万 ， 
证 明 : Sp(2n,RR) 对 矩 陈 敢 法 构成 群 ， 称 之 为 卒 群 (symplectie 
oo 
设 群 和 有 里 个 元 素 a ,as ,4n。 答 陈 
ad aa oe aa ] 
Qa Gly lodn 


L dnal dra, ee dndn 
被 称 为 G 的 乘法 素 , 
(1》 写 出 Z 对 四 法 构成 的 群 和 Z1s 对 乘法 构成 的 群 的 乘法 
(2》 证 明 乘 法 下 的 每 一 行 ( 列 ) 的 元 素 都 不 相同 。 

我 们 可 以 有 如 下 的 应 用 , 我 们 进行 农业 实验 ,用 ni 种 不 同 的 肥 
料及 4 种 不 同 的 农药 ( 设 已 知 肥料 与 农药 不 相干 扰 ) 和 7 种 不 同 的 
作物 .我 们 把 方形 实验 田 分 割 成 4 行 及 7n 列 ,在 每 一 行 中 施用 不 局 
的 肥料 ， 每 一 列 中 施用 不 同 的 农药 。 试 用 C 的 乘法 者 安排 = 种 作 
物 ， 使 每 一 种 作物 都 试 逼 了 各 种 肥料 和 农药 。 

12. 证 明 ， 任 给 平面 上 的 刚体 运动 90， 都 可 以 写成 一 些 反 射 

Ye …,yr 的 乘积 ， 芭 0 = yy2…yna。 所 以 平面 上 的 惠 体 运动 群 
人 

、 同样 地 ,证 明 三 度 空 间 中 的 别 体 运动 群 是 由 反射 生成 的 、 


$2 集合 上 的 变换 群 


定义 2.5 取 一 群 G 及 一 集合 S$。 如 果 G 中 任意 元 素 9 此 为 S 
的 映射 ， 且 G 的 任意 二 元 素 91,9:，G 的 乏 元 6 及 5 的 任意 元 素 5、 
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此 适合 下 列 公 式 ， 
1) (gi1% 092)(5) = 9,C9.(5)), 
2) (3) = $， 
如 称 G 为 5 的 变 痪 群 ， 
讨论 不 仅 第 一 节 中 的 鲍 2, 例 5 熙 是 集合 上 的 变换 群 ， 而 且 
任意 群 (G, 尖 ) 都 可 理解 为 集合 G 的 变 访 群 。 事实 上 ， 对 G 中 的 
任 一 元 素 9， 规 定 集 合 G 的 一 个 映射 如 下 ， 
9(4) = gXa, 
此 处 4 六 集 合 G 的 任意 元 素 。 不 难看 出 ， 在 此 规定 下 ， 群 G 是 集 
仓 C 的 一 个 变 澳 群 。 
定理 2.1 如 果 G 为 S 的 变换 群 ， 则 G6 中 的 任意 元 素 g 沸 为 5 
的 香油 映射 ， 
证 明 1) 9 为 单 射 。 如 有 gCs1) = g(s,)， 则 
9g!(g(51)) = 9g71(g9(s2)), 
人 售 
(yg IXKI9)CS) = (0 1%9)(ss), els)=elss), si1= Sx。 
8) 9 其 独 射 。 设 ?为 8 的 任意 元 素 , 售 9 =g-1(s)， 则 
9(3 )=9(09 (3))= (gg)(s)=e(s)=s. | | 
研究 集合 5S 的 变 澳 群 G， 共 着 上 腿 点 是 G 对 5S 的 作用 ， 及 在 此 
作用 下 S 与 6G 的 相互 影响 我 们 引入 如 下 的 定义 ， 
定义 2.4 设 CG 为 集合 S 的 变换 群 。5 的 一 个 元 素 s 的 轨道 
Orb(s) 宝 义 为 Orb(sy) = {9g(s): gEG}， 
例 6 做 芳 上 一 车， 考虑 平移 群 、 反 射 群 及 旋转 群 的 轨道 。 
不 礁 看 中， 在 平移 群 的 作 杀 下 ， 平 面 上 任 一 点 的 轨道 都 是 整 
个 在 而 。 
在 区 身 合 作用 下 ， 平 面 上 的 任 一 点 与 共 镜 象 点 构成 一 轨道 。 
如 此 点 不 在 芭 身 鲁 《〈 在 上 节 讨 论 中 ， 轴 工 芭 半 轴 7) 上 ， 则 其 轨道 由 
稍 愉 组成。 反之 ， 则 仪 由 此 点 本 身 构 成 。 . 
在 旋转 群 作用 下 ， 斑 面 上 任 一 点 的 轨道 是 通过 此 点 、 以 旋 忽 
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心 为 圆心 的 圆 。 如 此 点 是 旋 钛 心 ， 则 共 轨 道 仅 有 一 点 。 
例 7 在 面 上 的 任意 二 次 若 线 ， 蕴 足 茶 群 作用 下 的 轨道 。 
任意 取 一 抛物 线 ， 经 过 坐标 变换 简化 共 方 程式 后 ， 不 妨 假 定 
此 抛物 线 是 由 下 式 定义 的 ， 
， y =x 
取 一 群 G,= {To; 4€ R}， 其 双 项 运算 类 定义 如 下 ， 
Ta 共 T5 = Torbe 
群 C, 对 平面 的 作用 定义 为 
Tu 人 (ZJ = CX+ay+ 20x + a), 
不 难看 出 ， 双 元 re 以 及 二 元 素 TayTb 适合 以 下 关系 ， 
To(X,y) = (Xx,y), 
Top(Ta(X,y)) = r(xX+a,y+ 2ax+ a?) 
=(x+a+b,y+2(a + hb)x+ (atb)’) 
= Tarp(X,y) = (Ta ro) (X,Y), 
故 G1 为 平面 上 的 变换 群 ， 而 且 ， 
Orb((0,0)) = {Ca,4): a€ R}= {Cx,9): y =x}, 
即 Orb《《0,0)) 就 是 我 们 开始 所 说 的 那 条 抛物 线 ， 
”不 难看 出 ，OrbCCe,d)) 是 如 下 方程 式 所 定义 的 抛物 线 ， 
yy 一 X2 一 Cc? 一 d), 
这 类 执 物 线 或 完全 重合 ， 或 不 相交 。 
双 曲 线 的 情形 也 类 做。 不 妨 息 定 此 双 曲 线 是 由 下 式 定义 的 = 
. xy = 1。 
仿 Co= {ao: 4 所 0，aE R}， 其 双 项 运算 关 定 义 如 下 ， 
Oa ob = 00, 
群 C: 对 平面 的 作用 定义 为 
OolX,y) = (Car,a 9)。 
不 难看 出 ,Orb((1,1)) 即 是 上 述 的 双 曲 线 。 其 余 各 较 道 分 别 为 
Orb((0,0)) ={(0,0)} 
OrbC(Ce,0)) = 六 轴 \{(0,0)}; 


Orb((0 ,4)) = 工 销 NG0,07) 
而 0rb((Cc,d)) 力 由 下 式 定义 的 双 曲 线 ; 
xy= cd 
〈 以 上 c ,4 篆 为 非 老实 数 . ) 这 些 轨道 或 完 公 重合 ， 或 不 相交 ， 
再 芳 虐 作 一 椭 网 ， 经 过 坐标 变换 以 后 ， 不 妨 假 定 其 方程 式 为 
本 
+ 
其 中 aa 六 >0， jG 2 00: 020360° } ,其 双 项 运算 关 定 义 如 下 ， 
060 oo, =610 +o,1 9 


其 中 [91+ 02j 是 91+ 0 对 模 360" 的 主 余 数 。Gs 对 平面 的 作用 定义 为 
0,(X,Y) =(《arcos0 ,prsinb) ， 


其 中 /+ 


不 难看 上 出， 上 述 的 椭 罗 即 0rbCCa,0))。 其 余 的 轨道 或 是 由 原点 
构成 ， 或 是 ,下列 方程式 所 定义 的 征用 
x2 加 
《ac) “五 
其 中 o 民 ,2 革 0,1。 这 些 轨道 或 完全 重合 ,或 不 相交 。 | 
从 上 面 的 例子 可 以 发 现 一 规律 性 ， 这 些 轨道 或 完全 重合 ， 或 
不 相交 。 这 种 “分 离 性 ”是 轨道 共有 的 性 质 。 我 们 可 以 证 明 如 下 
的 定理 ， 
定理 2.2 设 G 是 5 的 变换 群 ， 则 S 是 名 轨道 的 并 集 ， 而 各 轨 
道 均 是 分 离 的 。 
证 明 1) > 是 轨道 的 并 集 。 含 s 为 的 任 一 元 素 。 则 


e(s) = S$。 


二 ]， 


= 1]， 


故 SEOrb(s)， 
2) 轨道 是 分 疮 的 。 设 
Orb(s,) 门 0rb(s) 半 好 。 
: 取 SsEOrnGsD 站 Orb(s)， 则 有 ss=gi(Cs) =ga(sz)。 故 
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SI =91' X95,), 
因而 OrbCs,) 的 任意 元 半 9Cs1) 佛 可 写成 
g9(s51) = 9X gi X92.(52) = 9 (52) E Orb(s,), 
所 以 Orb(s)COrb(s)。 同 理 可 证 Orh(s)COrhGs)。， 故 
Drb(si) =Orb(s,), 1 

定义 2.5 设 群 G 为 集合 5 的 变换 群 ， 了 为 的 子 集 。 如 果 对 - 

工 的 任意 元 素 上 及 G 的 任意 元 素 9 ， 总 有 29 (9 在 了 中 ， 即 
gET, Vi€ET, gEG, 
则 称 了 为 一 个 (在 C 变 换 下 的 ) 不 变 集合 。 

不 难看 出 ， 不 变 集 合 是 一 些 轨 道 的 并 集 。 例 如 ， 在 旋 续 群 的 
作用 下 ， 平 面 上 以 旋转 心 为 心 的 圆 盘 ( 即 圆 内 点 集 ) 是 不 变 集合 。 
如 果 了 为 一 个 森 变 集合 ， 则 C 可 以 理解 成 集合 人 上 的 变换 群 ， 

群 G 猎 然 是 集合 了 的 变换 群 ， 则 群 G 中 的 任意 元 素 9 都 是 了 
到 自身 的 满 射 ( 见 定理 2,1)。 于 是 定义 2,5 可 改写 成 ， 

定义 2.5*， 设 群 G 为 集合 5 的 变换 群 。 设 TT 为 S 的 子 集 。 如 . 
果 对 于 G 的 任意 元 案 9， 总 有 

g(T)=7, 
则 称 了 为 一 个 不 变 集 合 。 


习 题 


1. 以 Y 表示 全 体 邮 维 实 向 量 的 保 合 。CL(n, 尺 ) 在 Y 上 作 
用 为 左 乘 ， 即 对 于 AE GL(n,R) 及 


定义 4(o) = Aa。 试 求 所 有 轨道。 
2、 设 G=GL(n,R)xGL(n,R)。 定义 G 人 在 FL(n,R) 上 的 ; 
(A,B)(M) = AMB™1, 
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求 所 有 轨道 。 | 
3.。 以 下 表示 所 有 n xn 实 对 称 矩阵 的 集合 。 定 义 GL(n,R) 
在 F 上 的 作用 如 下 ， 对 SEGL(n,R),，AEF, 命 
S(A)=S5A57, 
其 中 5S7 崇 示 算 阵 5 的 转 置 。 求 轨道 的 个 数 。 
4。 今 群 G 从 左边 作用 在 CG 上 ， 即 
9(09*) =9。9+。 
求 Orb(g*)。 
5。 今 8S3 从 两 边 作 用 在 Ss 上 ， 即 
g9(9*) = 90+0 1, 
求 所 有 轨道 。 
6。 邻 G =R。G 通过 下 法 作用 在 实 平面 R2 上， 对 rEG， 
r(x,y)) = (x+Tr，e 3)， 
试 求 所 有 轨道 。 
7。 圆 环 面 了:(torus) 可 以 理解 成 下 列 的 点 集 ， 
T,={(a,6): 0<a<1, 0<b<1), 
合 G=R 通 过 下 法 作用 在 了 ,上 ， 对 rER, 命 
r(Ca,b)) = (a’ ,5b’), 
其 中 aa =a+tr-[atr], b’=b+r-[b+tr], [a+r] 与 [+ 站 
分 别 才 示 a+r 和 +7r 的 整数 部 分 。 试 求 所 有 轨道 。 ” 
8， 贿 考 上 题 。 给 定 cER， 定 义 G 在 T, 上 的 作用 为 
r((a,b)) = (a’ ,b’), 
巷 中 4 =a+cor-[a+cr]，pb =b+cr-[b+cr1j]， 讨论 当 c 是 有 
理 数 或 无 理 数 时 轨道 的 不 同性 质 。 
9。 设 6G 为 9S 上 的 变换 群 。 在 S 中 定义 关系 “~”; a~ 上 。 
所 >>4,b 属于 同一 轨道 。 证 明 “ 一 ? 大 一 个 等 价 关系 ， 轨道 则 是 
关于 ~ 的 等 价 类 ， 
10. 在 例 6 和 例 7 中 决定 等 价 类 ( 即 角道) 的 代表 元 娄 集 合 。 
11. 在 本 节 习 题 6,7,8 中 决定 轨 溢 的 代表 元 来 集合 
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2 a b a 5 
srG2,2)={[® a]: «bceZ, det | 直下 


证 明 SL(2， 2 ) 对 第 阵 乘法 构成 嫩 。 全 为 上 侍 复 平面， 即 . 
H= {2: 2EC, lm z>0}, ， 

定义 SL(2,Z) 在 日 E 的 作 
用 为 


a aztb 
[。 se )= oard 
验证 SL(C2,Z) 是 H 上 的 变 
换 群 。 证 明 轨 道 的 代表 集合 
如 图 中 针线 部 分 〈 妊 线 部 分 - 


的 以 实 线 表示 的 边界 在 代表 
集合 之 中 )， 


35 子 群 


在 上 一 节 中 我 们 看 到 ， 如 果 群 C 是 集合 S 上 的 变换 群 ， 则 C: 
对 5S 所 起 的 作用 之 一 是 把 S 划分 成 一 些 轨道 及 一 些 不 变 集合 。 那 
- 么 ，S 对 G 所 起 的 反作用 是 什么 呢 ? 为 此 ， 引 入 “ 子 群 ?的 新 念 。 

定义 2.6 设 (G , 尖 ) 为 一 群 , 互 为 G 的 一 子 集 。 如 果 ( 刀 , 米 ) 
也 为 一 群 ， 则 称 互 为 C 的 子 群 ， 记 为 互 <C。 

讨论 ”要 证 明 群 @ 的 一 个 非 窗子 集 刀 为 一 子 群 ， 只 需要 有 验证 
对 于 只 中 的 任意 二 元 素 4 及 5，a 炒 六 ! 仍 在 了 中 即 可 。 共 理由 如 
下 :因为 《中 有 有 结合 律 ， 故 五 中 必 有 结 合 律 ， 取 4=5b， 则 e=a 
关 a71E， 妈 及 中 有 么 元 ， 如 果 取 4 =e， 则 6 兴 扩 1= 罗 1， 获 下 
中 任意 元 素 b 紫 在 旦 中 有 逆 元 素 ， 以 5"! 代 类 5， 则 有 

axb=ax(b DieH, 

即 如 对 关 是 封闭 的 。 故 如 为 一 子 群 ， 
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例 8 所 有 偶数 是 整数 加 群 Z 的 一 个 子 群 ， 而 所 有 奇数 则 
不 是 Z 的 子 群 这 因为 两 个 奇数 的 差 并 不 是 奇数 。 侦 数 集 合 可 
写成 22. 由 2 及 -2(2 的 加 法 逆 元 素 ) 果 次 相 加 所 构成 。 | 

一 般 而 育 ， 六 米 玉 是 群 (G, 关 ) 的 一 个 子 集 , 则 所 有 形 如 ab 关 
… 关 的 元 素 构 成 一 子 群 旦 ， 其 中 4,5,… ,和 为 F 及 F711《 即 F 中 
所 有 元 素 的 逆 元 素 构成 的 集合 ) 中 有 限 多 个 元 案 ， 如 果 玉 为 宏 
集 ， 则 此 子 群 被 理解 为 么 群 。 这 个 子 群 刀 被 称 为 子 集 下 生成 的 ， 
记 为 =<F >。 例如，22Z 是 {2 } 生 成 的 。 子 集 F 称 为 子 群 开 的 
生成 元 集 。 如 果 一 个 有 限 子 集 F 可 以 生成 群 G， 则 称 群 G 是 一 个 
-有 限 生成 的 群 。 

定义 2.7 一 个 群 G 的 基数 ( 即 G 中 元 素 的 个 数 ) 称 为 群 C 的 
阶 数 ， 用 o(G) 表 示 之 。 如 果 oCG) 为 有 限 数 ， 则 称 G 为 有 限 群 ; 
有 反之 ， 则 称 G 为 无 限 群 。 元 素 a 的 阶 数 o(a) 即 其 生成 的 子 群 的 
界 数 。 

例 9 和 平面 上 的 旋转 群 的 有 限 子 群 。 

今 原 点 为 旋转 心 。 设 此 子 群 王 不 为 么 群 。 除 去 么 元 后 ， 分 p， 
为 其 余 的 元 素 中 具有 最 小 的 旋转 角 者 。 设 p,, 为 日 中 的 任意 元 来 ， 
含 半 与 了 如 下 式 所 示 ; 

人 =[L0 7 的 ， 0 =n0+r, . 
其 中 [91/0] 表 示 0./6 的 整数 部 分 。 则 0 委 r*<9%。 于 是 
Do 共 05 =0Io ol =pr。 
但 0 是 最 小 旋转 角 ， 故 r=0。 了 即日 中 的 元 素 的 旋转 角 沸 为 9 的 信 
数 。 今 几 为 具有 下 壕 性 质 的 整数 ， 
m360° < m+ 1)0, 
则 有 
0 1=prmrDo =P mno-380 。 
根据 以 上 讨论 ， 知 存在 整数 s， 使 (m+1)9-360"=S0。， 易 知 
s=1, 09=360°/m, 
不 难看 出 ，m= oCH)， 如 果 mw 宇 3， 则 除 原点 外 ， 任意 点 在 
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五 作用 下 的 轨道 皆 为 正 见 边 形 的 严 个 项 点 的 集合 。 
定义 2.8 设 G 为 集合 S 的 变换 群 。S 的 一 个 子 焦 工 的 稳定 
. 群 Stab(7) 定 义 为 
Stab(T) = {9: 9(7T)=7T)}, 
讨论 Stab(T) 为 C 的 一 个 子 群 。 事 实 上 ， 由 9(C7) = 了 了， 得 
gig) T=9"1T), el(T)=g (7), 了 工 =00T)， 
却 gEStab(T)=—> 9 1€ Stab(T), 
又 显然 可 见 ， 对 于 9,hE Stab《T)， 有 
(9 关门 (人 T) = gh(T)) =g(T)=T, 
歼 gh 在 Stab《T) 中 。 由 此 得 知 Stab(T) 为 G 的 一 个 子 群 。1 
实际 上 ， 群 G 的 任意 子 群 此 可 表示 成 一 个 稳定 涪 。 倒 群 G 如 
通常 席 样 作用 在 集合 G 上 ， 即 
g(91) = gx 9, 
则 StabCH) = 有 HH， | 
我 们 可 以 将 子 群 叫 视 为 集合 G 上 的 变换 群 〈 互 在 C 上 的 作用 
如 前 所 示 ) 。 则 有 
Orb(e) = {hx¥xe: hE H}=H, 
此 时 的 各 条 轨道 0rb(g) = {hg: hE 号 } 又 称 为 右 险 集 ， 类 似 地 ， 
-也 有 “ 左 陪 集 ”， 其 构造 法 如 下 ， 今 子 群 瑟 在 集合 C 上 的 作用 为 
hCg) =gxh!, hEH, gEG, 
虽 产 生 的 软 道 {5X 兴 i:: hE 日 } = {9%h: hE} 称 为 左 隔 集 , 左 、 
右 陪 集 的 性 质 很 类 似 。 在 以 下 如 果 一 般 地 用 “ 阳 集 ”这 个 词 ， 而 
不 特别 指明 是 左 ， 右 了 路 集 时 ， 则 此 指 左 陪 集 而 这 。 
陪 集 既然 是 轨道 ， 从 定理 2.2 立 得 下 面 的 系 。 
采 群 @ 是 对 子 群 刀 的 陪 集 的 着 集 ， 着 且 这 些 陪 集 是 分 离 
:的 。 | . 
”定理 2.35 群 G 对 于 子 群 的 任意 二 陪 集 有 相同 的 基数 。 
证 明 ”只 要 证 任意 Orb(9) = {9Xh: heEH}53 Orb(e)=HH 有 
相同 的 基数 即 可 。 定 义 由 于 到 0rb(g) 的 决 射 g*， : 


g*(h)= gxh, heH, 

显然 此 暴 射 是 旗 单 又 满 的 ， 大 日 与 0rb(9) 基 数 相 同 ，|1 

定义 2.9 . 一 子 群 瑟 对 群 G 的 指数 定义 为 C 对 五 的 陪 集 的 集 
合 的 基数 ， 即 陪 集 的 数 且 ， 记 为 [G:H], 

从 定理 2,.3 及 定义 2.9， 我 们 立 得 如 下 的 拉 格 天 日 定理 

定理 2.4 如 C 为 有 限 群 ， 而 互 为 G 的 子 群 ， 则 - 

olG)=[G:H]. oH), 

下 面 的 定理 可 以 阐明 “指数 ”的 意义 。 

定理 2.5 设 群 G 为 集合 S 的 变换 群 ，T 为 集 介 S 的 子 集 ， 
Stab( 丁 ) 为 工 的 稳定 群 。 则 在 G 的 作用 下 所 产生 的 不 同 的 9(7T》 
的 数目 等 于 指数 LG:Stab(T7]， 此 处 9 是 CG 的 元 素 。 

证 明 任意 取 C 的 二 元 素 9,,9;。 我 们 车 能 证 明 ， 

g1(7) = 9.(7T) 

当 且 仅 当 9 和 9g; 属于 G 对 Stab( 三 ) 的 同一 陪 集 ， 定 理 即 得 证 。 

记 Stab《T)=H, 如 91;,92€E9 关 且 ， 即 存在 有 ,hs 忆 昌 ， 便 得 

91= gh, 0 
则 有 
TY =9h,CT)) = 9(T) = omDy om， 
有 反之， 若 g.4《T)= ga《T)， 则 “ 
ga! XXg1(T) = gi gs(T) =eCToT 

即 gz' 关 9g1E 玉 =Stab《T),， 也 即 9.€9sH. hk gg 属于 同一 陪 
集 ， | 

在 上 面 的 定理 中 ， 取 S= G, T= HOH<O), 则 咪 有 

Stab(H) =H, 

不 同 的 9(H) =9 关 五 的 数目 自然 是 [LG; 四 ] (参见 定义 2. 9)， 

在 下 面 的 例子 中 ， 我 们 要 用 定理 2.5 去 完成 一 些 有 趣 的 计算 。 

例 10 三 维 实 空间 的 有 限 旋 转 群 。 此 必 可 以 应 用 到 晶体 群 


肥 么 球面 8S ， 即 以 原点 为 心 ， 半 径 为 1 的 奈 面 ， 设 原点 为 此 . 
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有 限 旋 忽 群 G 的 所 有 元 迷 的 共同 旋转 心 ， 则 G 作用 在 3 上， 成 为 
S 的 变换 群 。G 中 非 么 的 元 素 p 在 三 维 实 宏 间 中 必 有 一 旋转 轴 ， 
即 p 在 S 上 有 两 个 极点 (在 Pp 下 保持 不 动 的 点 )。 
设 P 为 9 上 一 点 ， 以 vp 表示 0rb(P) 的 基数 。 售 
np=0(Stab(P)), n=0(G), 
由 定理 2,.5， 有 vp=[G:5tab(P)]， 故 
n=Nnp Vp, 
弃 然 每 一 个 非 乏 的 旋转 蕴 有 两 极 ， 在 重复 计算 下 ，G 中 全 体 
非 么 元 素 总 共 应 有 2(n 一 耻 个 极点 。 注 意 到 以 了 为 极点 的 非 么 施 
转 的 集合 恰 是 StabCP)\{e} (e 为 么 旋转 ) , 故 P 点 作为 极点 的 重复 
次 数 为 np -1。 再 注意 到 Orb(CP) 中 的 点 都 是 极点 ， 而 且 这 些 极 
点 的 重复 次 数 都 是 np 一 1， 故 有 


2Cn- DD)= Dep, -ID = Dn-vp,), 
上 式 中 的 求 和 含意 如 下 ， 在 每 个 轨道 中 取 定 一 个 Pb， 然 后 关于 


所 有 的 Pi 求 和 ( 故 求 和 式 的 项 数 即 为 轨道 的 个 数 )。 把 上 式 除 以 
n ， 则 得 


2 2 1 
(1 
由 于 Pi 为 某 一 非 么 旋转 的 极点 ， 故 Stab(PiD 必 非 么 群 。 所 以 
np, = o(Stab(P,))>2, 


期 1 1 


由 此 即 知 所 有 极点 最 多 欠 能 划分 成 三 个 不 同 的 轨道 。 我 们 将 罗列 
所 有 的 可 能 性 如 下 (由 (1) 式 易 知 不 可 能 只 有 一 条 轨道 )，。 
1)》 所 有 极点 归 久 两 条 轨道 。 此 时 (1) 式 化 为 


.2 -+ 
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即 三 


故 得 


n=np,= Np, l= Vp = Vp,, 


即 所 有 旋转 些 保 持 P1,P; 不 动 。 换 首 之 ，P1 及 户 是 此 旋 伏 本 的 东 
用 的 南北 极 。 此 群 必 然 是 赤道 平面 上 的 旋 钛 并 引咎 的 (参见 全 9) 

2 ) 所 有 极点 归 和 三 个 轨道 。 最 小 的 np ， 必然 为 2。 设 有 两. 
个 np, 为 2， 则 可 由 (1) 式 解 得 

Nip,= Np, = 2, np, = 7/2, 
故 
Vpi= Vp, = 1/2= np,, vp, = 2。 

不 难看 出 ， 这 个 旋转 群 是 由 过 原点 的 一 个 平面 (不 妨 合 为 X-Y 平 : 
面 ? 提 次 旋转 360 "np 及 以 此 平面 上 过 PP, 的 直线 (不 妨 售 为 XX 币 》 
为 轴 的 180 "的 旋 毯 所 产生 的 ， 也 即 图 2.3 中 的 多 面体 的 旋 转 群 。 
了 :为 XX-Y 平面 上 正 np, 边 形 -- 边 的 中 点 在 么 球面 上 的 投影 。 


68 


3 ) 所 有 极点 归 入 三 个 轨道 ， 最 小 的 nz， 是 2， 藉 小 者 为 3。 
由 (1) 式 可 解 得 


1 1 2 
fip, = 2,. np, = 3, pp 


此 时 又 有 以 下 三 种 可 能 ; 

(a) np,=2, Nps=3, ‘fps=3, n=12, 
于 是 有 ?yp,=6，bp,= 4，?ps= 4。 如 取 P, 轨 道中 的 4 个 点 ， 则 成 
为 一 正 金堂 塔 形 的 四 个 顶点 (图 2.4)。P 忆 是 一 边 中 点 在 么 球面 上 
的 投影 。 因 为 有 六条 边 ， 故 了, 的 轨道 中 有 太 个 点 ， 了 Ps 是 一 个 区 
的 中 心 在 么 球面 上 的 投影 ， 因 为 有 四 个 面 ， 故 Ps 的 轨 道 中 有 四 
点 ，G 即 是 此 正四 面体 的 变换 群 ， 

(b) np=2, fps=3, fips=4, 1=24。 
于 是 有 

yp, = 12, vp, = 8, vps = 6。 

如 取 P, 的 轨道 中 的 入 个 点 为 顶点 ， 则 成 一 正六 面体， 如 取 Ps 的 
轨道 中 的 六 点 为 顶点 ， 则 成 一 正八 面体 (图 2.5)。 群 《是 此 两 种 
正 多 面体 的 变换 群 。 其 余 各 极点 是 边 与 面 的 中 点 在 么 球面 上 的 投 


影 。 这 两 种 正 多 面体 是 “ 共 轿 ”和 的 ， 即 连接 其 中 之 一 的 各 面 的 中 
心 就 能 得 出 男 一 正 多 面体 。 故 两 者 的 旋转 群 是 相 癌 的 . 


BD 


: 《c) np, =2, np,s =3, Nps = 5， n=60, 
于 是 有 yp, = 30， yp, = 20,，Vvps = 12。 与 以 上 的 讨论 类 似 ， 我 们 
可 以 得 出 此 时 群 G 是正 十 二 面体 与 正二 十 面体 的 旋转 群 (图 
2.6). | 


”以 上 得 出 三 维 实 间 的 到 部 有 限 施 转 群 ， 可 堪 注 意 的 是 ， 自 古 
希腊 便 知道 仅 有 五 种 正 多 面体 ， 而 (a) ,Cb) ,(e) 正 好 得 出 三 个 不 
向 的 群 ， 分 别 是 这 些 正 多 面体 的 旋转 群 。 


习 题 
1。. 证 明 群 G 的 任意 多 个 子 群 的 变 仍 为 G 的 子 群 ， 设 HH,， 
十 之 G， 证 明 (H1UH2)<6G 寺 > 日 ,CH 或 可,H,， 全 
HX H,= {hh,: neH,, h,€ 万。 : 
举例 说 明 右 , 关 H 不 一 定 是 G 的 子 群 。“… 
2。 设 昌之 G， 证 明 对 任 一 g€0，gHg™'<G， 
3。， 设 SCG。 定义 - 
CS)= {x: XEG, Xs=sxCY SES)). 
证 明 CC5)<G kC(CS) 称 为 8 在 8 中 的 中 心 化 子 )。. 
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4， 设 SCG。 定 义 
NES) = {x: +EG, x3 = $4}, 

证 明 NN(S)<G (CNCS) 称 为 5 在 C 中 的 正规 化 子 )。 

5. wo 证 明 对 于 任 一 9EGCG，9g" = 6。 

6, G 年 nn 阶 循环 群 ， mln。 证 明 G 有 且 只 有 一 个 吉 阶 子 
群 ， 

7。 设 G 为 循环 群 ，9EG，s,t 为 正 整 数 。 证明 

Q) <a'> 站 a’> =<atn 蛋 >， 距 处 [s, 旨 天 示 s 和 二 的 最 小 公 
倍数 ， 

(2) <a’> ,Ka!><G,， 且 La:>ka!>》=<a (53!) >， 此 处 (s,) 大 
示 s 和 + 的 最 大 公 因 数 。 

8。 考虑 GL(C2,R)。 取 


0 -1 0 1 
on=|， ,J =[_, |. 
证 明 7 ~ 0(92) =3, 0(91° 92) = po。 

9 . 是 群 。 令 G/ 为 G 的 换 位 子 群 〈commutatorz sub- 
group), 二 pC De 911931919: 的 元 素 生 成 的 子 群 (g1，9: 闪 
G)。 证 明 对 于 任 一 9EG， 都 有 9G7 = 

10。 今 

O(n,R)= {A: AEGL(n, R), ATA=E, detA=1), 

共 中 上 表示 n 阶 单位 方 了 。0,Cn,R) 的 元 素 可 以 理解 成 由 它 的 行 
向 县 决 定 的 正 交 座 标 系 。 证 明 O,(n,R) 中 任 一 元 素 对 0,(n 一 1， 
入 的 左 陪 集 可 以 自然 地 理解 成 n 维 球面 5"。 

11。， 例 Ps=CU {co}, 爹 G 为 PP 的 线性 变换 群 ， 即 


G = =[2 -VzeP: ): a,b,odeC, 


det[ ?<*0. 
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仿 了 了 ={0,1,coCP3， 求 Stab()。 、 

12， 命 G 为 二 机 民 : 的 平移 群 ， 求 Stab( 了 x 2Z), 

13, 是 一 个 交换 群 。 如 果 C 的 短 一 个 四 了 群 痢 是 有 限 
群 ，G 惟有 了 

14。 设 G 是 群 , Hi,H,,. ,Hs<G, 且 [G:P<eoCyicl 


证明 [6: Ef ]<=. 


15。 有 限 生成 群 的 子 群 是 否 必 为 有 限 生 成 的 ? 

16. 证 明 有 限 生成 群 的 指数 有 限 的 子 群 必 为 有 限 生 成 的 。 
17. 完成 例 10 的 3) 中 (0) 的 讨论 。 

18. 找 一 个 非 交 换 群 ， 使 它 的 每 一 个 其 子 群 都 是 交换 群 。 


$ 4 内 自 同 构 及 正规 子 必 


在 上 节 中 我 们 讨论 左 、 右 障 集 时 ， 人 全 用 两 种 不 同 的 方法 使 群 
局 作 用 在 集合 G 上。 这 两 种 作用 带 来 了 一 些 结果 。 在 本 节 中 ， 我 
科 将 引入 另 一 一 种 作用。 
一 设 9 为 群 G 的 一 个 元 索 。 今 9 作用 在 集合 G 上 如 下， 
g(g1)=g9X9X9 1, VEG, 
这 一 作用 所 造成 的 G 到 自身 的 映射 称 为 9 所 引 生 的 内 自 局 构 ， 记 
为 fo。 为 了 冰 明 “内 自 同 物 ” 这 一 名 词 的 意义 ， 请 注 意 5 的 知 
下 的 性 质 :， | 
tg (gi% 92) =9(91%92) = 9 KIX 0! 
~ =g%9 9 1XI9XI% 9 
=1(91) Tt(9,), 
大 把 此 性 质 上 刁 下 面 的 两 个 定义 相 比 较 。 | 
定义 2.10 设 p: G~C 为 群 G 到 群 G 的 -个 陕 射 。 如果 p 
保持 群 的 运算 关系 ， 即 - 
0(9 兴 9g2) =p(9) Kp(92), YI91,92€E CO, 
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( 
则 称 p 为 G 到 C 内 的 一 妊 映射 (或 同 态 )。 
定义 2,11 设 p 为 群 G 到 群 G' 内 的 一 个 群 映射 如 采 7 为 
单 射 ， 则 称 P 为 群 单 射 如 po 为 注射 ， 则 称 o 为 群 满 射 ， 此 时 
” 称 G 和 G' 为 同 态 。 如 果 o 为 单 满 映射 ， 则 称 p 为 同 构 ， 记 为 P: 
G~G’。 如 果 p 为 同 构 且 为 G 到 自身 的 映射 ， 即 G =C， 则 称 2 
为 自 同 构 。 
“讨论 1) 不 难看 出 “两 自 同 构 ” rg 是 一 个 群 映射 ， 并且 rg 
适合 下 列 的 公式 ， 
gi1(92(93)) = Ty (rg,.C93)) = Tg, (92 X 93% 921) 
= XI XI XI2 EIT = (91 90) XI C91 92) 
= Tgiykga(9a) = (9 关 9g2)(93)， 
e(93) =re(9a) = eX 93a%6 1 = 93, 
: 赦 群 G 以 内 自 同 构 作用 于 集 仿 G 上 ， 构 成 集合 C 的 变换 群 。 根 据 
定理 2,1， 即 知 所 有 内 自 同 构 rs 都 是 集合 G 到 自身 的 单 满 映射 ， 
.所 以 蔡 是 自 同 构 。 这 种 由 C“ 内 2” 的 元 素 所 引 生 的 自 同 构 ， 自 然 
. 称 为 内 自 同 构 。 
如 此 作用 二 产生 的 轨道 ， 称 为 共 斩 类 。 如 果 二 元 素 91 及 9s 
.属于 同一 共 罗 类 ， 则 称 9; 与 9: 共 罗 ， 即 有 一 9， 使 得 
gg9 X09! = 9z。 
2) 因为 
pl(e) XPp(g9) = ple 9) =p(9), 
赦 e =p(e0) 是 CG 的 么 元 。 双 有 
0(9) 兴 (9-1) = P(g%9) = ple) =e2’, 
: 故 知 0(9-1) =p(9)…。 
定义 2.12 令 群 G 通过 内 自 同 构 作用 在 集合 C 上 .4 的 不 变 
子 群 卫 ， 即 同时 为 子 群 及 不 变 集合 者 ， 称 为 G 的 正规 子 糙 ， 记 为 
-GD 二 。 群 G 中 轨道 为 乏 集 ( 即 只 含有 一 个 元 素 的 集 合 ) 者 的 并 
和 集 ， 称 为 群 的 心 。 
讨论 1) 正规 子 群 五 就 是 适合 下 式 的 子 群 ， 
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gxHXg 1=H, YIECG。 
2) 如 果 9 的 轨道 是 乏 集 ， 则 必 有 
Tg.(9) = 01%¥9X%9i!=9, 
即 
9X9=9%9, VIEG, 


换 着 之 ， 即 9 与 群 G 中 的 任意 元 素 9: 进行 运算 时 可 以 交换 。 这 
是 9 在 群 的 心中 的 充 要 条 件 ，。 
定义 2.15 如 果 群 6G 的 心 就 是 群 G6 本身 ， 换 守之 ， 我 们 有 


iIXIs=9X9, VI91,9.EG, 


即 运算 的 交换 律 成 立 ， 则 称 G 为 交换 群 。 反 之 ， 则 称 为 非 交换 
群 ， 

例 11 8$1 例 1 中 的 群 些 是 交换 群 。 例 3 中 的 平面 的 平移 
群 、 反 射 群 ， 以 及 旋转 群 也 兽 是 交换 群 ， 而 刚体 运动 群 则 是 非 交 
换 群 。 二 

对 于 群 G 的 心 ， 我 们 还 有 另外 一 种 理解 方法 ， 即 9 在 群 G 的 
心中 的 充 要 条 件 是 

Tg(91) =91， VEC。 


换 首 之 ， 即 9 所 引 生 的 内 自 同 构 是 么 映射 。 一 般 计 之， 我 们 有 如 
下 的 定理 。 
定理 2.6 ” 设 群 G 为 集合 8 的 变换 群 。 则 CG 中 等 同 于 8 的 么 
映射 的 元 素 的 集合 袍 成 G 的 一 个 正规 子 群 。 
证 明 设 此 集合 为 耳 。 显 然 ，eE 昌 , 琢 是 非 宰 , 设 4a,bEH。 
则 
axb-1(s) =aCb-i(s)) =a(s) =s, VsES, 


赦 知 妞 为 一 子 群 ， 今 9 为 G 的 任意 元 素 ， 则 有 
Tg(a)(s) = (gXaxKg)(s) =0(aC9-(S))) 
=g(g9 1(s)) =9X9-1(3) =e(s) =s, .YSES, 
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;页 知 ry(a)E 刀 。 根 据 定义 2.5， 即 知 互 为 不 变 子 集 ， 于 是 是 为 
一 ' 正 规 子 群 。! 
和 采 群 的 心 是 一 个 正规 子 群 ， 
以 后 我 们 还 会 讨论 定理 2.6。 目 前 我 们 继续 研究 与 正规 子 群 
有 关 的 题材 ， 
定义 2,14 ” 设 p 为 群 G 到 群 G' 的 一 个 群 映射 .2 的 象 im(p) 
的 定义 如 下 : 
im(p) = {9 : 存在 9EG， 使 得 2(9) = 9 人) 
“Pp 的 本 的 定义 如 下 ， 
kerCp) = {9: p(9) =e’/，e/ 为 G' 的 么 元 } 。 


换 划 之，ker(p) 即 是 e' 在 p 作用 下 的 象 源 ， 故 也 可 以 用 0 :Ce ) 
表示 之 。 
定理 2.7 设 p 为 群 G 到 群 G' 的 一 个 群 映 射 , 则 im(o) 是 C/ 
的 子 群 ， 如 果 卫 ' 是 im(p) 的 一 个 (正规 ) 子 群 ， 则 下" 的 象 源 瑟 
( 即 瑟 = {9: pC9) EH)) 是 G 的 (正规 ) 子 群 。 
证 明 设 91,95 Eim(p)， 则 存在 91,9;:EG， 使 得 
p(g91) =g91, P(g92) = 92。 


2(9i 关 050 =p(9) p92) = p91) Xp(92) 
= 入 兴 (94) 1 
划 51 尖 (94) 了 1Eim(p)。 因 6 =ple) Eim(《p)， 故 im《p) 非 宏 , 故 
知 im(p) 为 G 的 一 个 子 群 。 
中 然 ，p(e) =e EH'， 故 e€ 日 ， 即 莫非 空 。 邻 91,92EH， 


(gg92) = p91) p93) 
=p(g91) Xp(92) IE 万 
政 91 尖 923! EH 于 是 卫 是 6G 的 子 群 。 
现 设 "为 im(p) 的 正规 子 群 。 全 Tg 为 G 的 任 一 内 自 同 构 ， 
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财 对 于 任 一 91E 召 ， 有 
prr(90D) =p(g9 XK 9.9!) 
= (p(g) Pp (9) pC 
由 于 五 ′ 为 im(p) 的 正规 子 群 ， 故 pC9)X*XH’Xpl9)"1=H’， 即 
plg) x H’ =H’xp(9), 
而 p(91) EH ’， 故 存在 hEH’， 使 得 
. pCg) p91) =h pC9), 
代入 上 式 ， 即 有 
plrgCg)) = Ch’ pg pg) t=h pg KG =h’, 
故 得 tgC91) € 恕 ， 即 肪 为 G 的 不 变 子 集 。 由 此 得 知 吾 为 G 的 正规 
子 群 。 | 
条 设 p 为 群 G 到 G' 的 群 映 射 ， 则 ker(o) 是 群 G 的 正规 子 
以 上 我 们 征明 了 许多 子 群 是 正规 子 群 。 正 规 子 群 的 重要 意义 
在 于 下 面 的 定理 
定理 2.8 设 于 为 G 的 正规 子 群 。 如果 在 G 对 HH 的 陪 集 的 集 
合 {9 关 昌 : 9€EG} 中 引入 如 下 的 自然 运算 ， 
Cg¥xH)YX (gx H)= (91%92) HH,- 
则 此 陪 集 的 集合 成 为 一 群 ， 称 之 为 G 对 卫 的 商 群 ， 记 为 G/H, 
证 明 我们 首先 要 证 明 此 定理 中 引入 的 自然 运算 是 有 意义 . 
的 。 换 童 之， 如 果 
gx¥xH=gs*H, gaxH=g.xH, 
则 应 有 
(gxga) XH= (gaX9) XH,. 
即 91 光 9s 与 ga 关 94 应 属于 同一 陪 集 。 事 实 上 ， 设 六, 知 E 王 ， 使 . 
得 91=9s 关 有 ，92 = 94 关 及 ， 则 
gi gs =93% (hi 94)%h,, 
因为 吾 为 正规 子 群 ， 所 以 有 hsE 恕 ， 使 得 类 94 = 94 关 ha， 邦 
gi%9: = ga 9 hah 
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于 9 区 gs 与 93 尖 94 属于 同一 个 陪 集 。 
不 难看 出 ， 运 算 的 结合 律 继续 有 效 ,e 兴 瓦 = 已 是 么 元 ,9 尖刀 
犁 省 元 环 是 9g! 加， 故 CG/H 是 一 群 。1 
-以 下 我 们 将 证 明 的 定理 ， 通 常 称 为 第 一 局 构 定理 。 
定理 2.9 设 P 为 群 G 到 群 G' 的 群 满 射 。 兮 刀 ' 为 和 的 一 
个 正规 子 群 ， 妃 为 五 ' 的 象 源 。 则 如 下 定义 的 P， 
~ PplgxH)=p(9) XH’ 
是 商 群 C/ 忆 到 商 群 C /H’ 的 一 个 同 构 、 
证 明 首先， 我 们 必须 证 明 如 此 定义 的 了 是 有 意义 的 。 换 家 
之 ， 如 果 91* 映 = gs 交 晶 ， 则 应 有 pC9)%H = PCga)X 石 /。 事 
实 上 上， 由 于 gi 及 9; 属于 同一 陪 集 ， 即 91!X9gsE 巧 ， 故 
”′ plg1) Xp(g92) = pg9i' 9 EHH’,, 
期 p(91) 与 pl9:) 属 于 对 H’ 的 同一 陪 集 。 此 即 须 证 之 点 。 
共 次 ， 我 们 要 证 P 是 群 喘 射 。 售 91,92. EG， 则 有 
PlCgXxXH)X(ge XH))=P(g. xX ga x H)=p(g91 X92) XH' 
=p(91) p92) KH’ = (p91) KH’') (pg92e) XH') 
=P(9.XH)XP(9.* H). 
赦 知 万 为 群 映 射 。 
取 9 关 昌 ”为 商 群 G /H’ 中 之 任意 元 素 。 因 为 为 满 射 ， 
.斯 以 在 C 中 存在 9， 使 得 0(9) = g'。 帮 有 
Pl(9XH)=p(9) XH’ =g’%H’, 
所 以 万 是 满 射 。 
若 PpP(g%xH)= plgs※XH),， 则 pl(g1)%XH’ = PC9g2) 兴 五/。， 即 
Pp(gi 92) =0(C91D-1 尖 0(09)E 
叶 狗 然 是 卫 的 象 源 ， 故 gi! 关 92EHH， 即 gy 关 HH= gs: 兴 万。 由 此 
得 知 万 为 单 射 。 故 万 为 同 构 ， | 
有 梁 设 o 为 群 C 到 群 C 的 群 映 射 ， 则 C/ker(po) 与 im(p) 同 
更 。 ， 
定义 2.15 设 玫 为 群 G 的 正规 子 群 。 则 群 G 到 商 群 G/ 万 的 
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典型 映射 * 的 定义 如 下 ， 
nx(g)=gxXxH, VgEG, 
讨论 不 难看 出 ， 和 典型 映射 是 一 个 群 满 射 。 
根据 定理 2,9 的 系 及 定义 2.15， 任 意 的 群 映 射 p: G->G/ 此 可 
分 解 成 下 列 三 个 映射 的 合成 ， 


G 0 
, A 
单 ! 
下 | : : 
G/ker (0) —Rm in(p) 


其中 i(g') = 9/ 为 群 单 射 p=1。p ox 
例 12 对 称 群 5。 的 轨道 式 及 共 恩 类 ， 
设 "ES.。 了 到 在 a 生成 的 子 群 <c> 作 用 下 的 任意 一 条 轨道 及 - 
此 轨 中 的 任 一 数字 1 ， 则 可 把 这 条 轨道 写成 下 式 ， 
(i,0(0),% ,071(0i)), 
共 中 的 数字 5c(D 551(G0D) 此 不 同 于 1 ， 而 ca =i。 把 《o> 
作用 下 的 所 有 轨道 罗列 起 来 ， 则 得 o 的 扫 道 式 如 下 : 
Ci,0(2) ,eC 0), ) CK, oCK), ») 
上 面 的 轨道 式 中 ， 各 轨道 的 先后 浆 序 是 无 关 紧 要 的 ， 一 般 地 ， 在 
上 式 中 如 果 某 轨道 仅 有 一 个 数字 ， 则 通常 略 去 不 写 。 显 然 ， 任 一 
种 上 面 的 写法 ， 只 要 不 同 的 括号 中 不 出 现 相 同 的 数 宝 、 就 必 是 
5， 中 某 元 素 的 轨道 式 。 
对 于 Sn。 中 的 元 染 ， 有 另外 两 种 不 同 的 理解 法 ， 其 一 是 理解 
为 位 置 的 调换 ， 其 二 是 在 位 置 上 壬 写 数 字 。 例 如 , 对 p=(1,2,3》 
E5s， 弃 可 以 理解 为 把 1 号 位 置换 成 2 号 位 置 ， 2 号 换 成 3 号 ， 
3 号 换 成 1 号 ， 也 可 以 理解 成 在 1 号 位 置 上 填写 数字 2 等 竺 。 我 
们 不 妨 把 第 一 种 理解 法 写成 
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p(1)=2, 1(2)=3, p(3) =1， 
和 而 把 第 二 种 理解 法 写成 
1, =2,， 2,=3, 3,=1, 

现 设 1<i 和 "，ceES，r, 为 由 7p 引起 的 5, 的 内 自 亲 构 。 

则 有 

t,(0)(1,)=pKop (Cp) =pX0() = 00),. 

如 果 把 上 式 中 的 o 理解 成 调换 位 置 ，p 理解 为 卉 写 数字 ， 则 上 式 
可 以 理解 成 ，r, (0o) 作 用 在 i 位 上 霸 写 的 数字 的 结果 ， 竺 于 在 
co(D) 位 上 应 当 霸 写 的 数字 o(1i),。 这 种 说 明 似 嫌 罗 哄 ， 我 们 且 举 
一 例 , 今 o= (1,2)，p= (1,2,3)， 则 有 r,(c)=(2,3)。 即 在 
的 轨道 式 中 ， 按 照 p 给 定 的 规则 ， 凡 过 1 号 ， 则 壤 上 2，2 号 毁 
上 3，,3 号 填 上 1 ， 则 得 到 r,(c7)。 同 法 ， 例 如 cl = (2,4)(1,5)， 
则 TT, C03) = (3,4)(2,5)., 

简 首 之 ，r, 《0) 即 是 将 o 的 轨道 式 中 的 数字 全 部 按照 p 加 以 
变换 。 由 此 得 知 ，Ss 的 两 个 元 素 属 于 同一 共 斩 类 的 充 要 条 件 是 
它们 的 轨道 式 的 形状 相同 。 例 如 (1,2)(3,4,5) 与 任意 元 (4,5) 
《c,d,6) 共 罗 。 自 然 ， 此 式 必须 是 一 个 轨道 式 ， 即 五 个 数字 a,b， 
+,d,6 两 两 不 同 。 

例 15 如 果 7 寺 2，9 为 9 的 非 么 元 素 ， 则 9 引 起 的 内 自 同 
构 rp 必 不 是 么 映射 。 换 言 之 ， 如 果 1 于 2, 则 S。 的 心 是 乏 群 。 我 
们 来 证 明 这 个 事实 。 

在 例 12 中 ， 我 们 已 经 阐明 内 自 同 构 ?的 作用 就 是 将 o 的 轨 
道 式 中 的 数字 全 部 按照 p 加 以 变换 。 当 ”=1 时 ， 无 可 证 之 事 ， 
投 "之 3， 而 且 p 到 e(e 为 Ss, 的 么 元 )。 设 

p= (7 
取 一 数字 K 坟 总 7，1 生 Km。 今 o= (5 上， 则 有 
rt,(0)= (71,5) 壮 0， 
共 中 s= po(f)， 故 知 rz 不 是 么 映射 。 
例 14 我 们 取 “ 人 类 学 ”的 例子 ， 据 人 类 学 家 的 研究 ， 许 多 
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原始 社会 的 婚姻 遂 守 下 列 几 条 通则 ; 

通则 一 ， 公 入 会 的 人 分 成 几 类 ， 同 类 的 男女 才 可 结 为 夫妻 、 
不 同类 的 男女 的 婚姻 被 视 为 禁 鼠 3 

通则 二 ， 一 个 人 的 类 别 是 由 父母 的 类 别 及 其 本 人 的 诗 别 决定 
的 ， 肥 之， 父 全 的 类 别 也 是 由 此 人 的 类 别 决定 的 ; 

通则 三 :兄妹 (或 姐 弟 ?的 类 别 一 定 不 同 ; 

通则 四 ， 右 亲属 关系 的 两 个 人 ， 其 类 别 的 异同 仅 由 两 个 人 的 ; 
次 属 关 系 决定 ， 这 在 全 社会 由 是 一 致 的 。 例 如 ， 表 兄妹 的 类 别 ， 
可 以 是 至 社会 一 致 地 相同 ， 或 一 致 地 相 叶 ， 

道 则 五 ， 任 何 两 个 人 的 后 裔 不 可 能 世 世 焉 能 结婚 。 

我 们 用 群 诊 的 概念 来 研究 这 些 婚姻 通则 。 今 社会 中 人 的 全 部 : 
类 别 为 {1,2,…,n}。 由 父母 传 给 子 及 女 的 类 别 的 规律 ， 根 据 通 则 : 
二 ， 是 生 ,2,…,n} 上 的 两 个 变换 S,DES,， 即 

S(1) = 当 父 母 为 ; 类 时 儿子 的 类 别 ， 
DG) = 当 父母 为 类 时 女儿 的 类 别 ， 
于 是 ， 通 则 三 即 
通则 三 和 ,SC) 寺 DCO)，VYi=1,2,…,n， 即 
DSTICDNTI, Vi=1,2,.,n, 

任何 这 凯 关 系 ， 用 追 湖 共 同 租 先 的 办 法 ， 可 以 写成 5 与 D 生 
成 的 子 群 <S ,D> 中 的 一 个 元 素 。 例 如 ， 堂 兄妹 (或 堂 弟 姐 ) 之 间 的 - 
关系 即 “父亲 的 父亲 的 儿子 的 女儿 ”， 可 写成 

DSS-IS- = DS-!, 
于 是 根据 通则 三 ^， 党 兄妹 (或 党 弟 姐 ) 的 类 别 必 不 同 ， 其 婚姻 是 
不 在 许 的 。 又 例如 者 兄妹 (或 表 弟 姐 ) 的 关系 是 “母亲 的 父亲 的 此 


” 子 的 女儿 ”， 可 写成 D5D-15-!， 于 是 通则 四 可 以 写成 


通则 四 任 取 子 群 <S,D> 的 元 素 M， 如 果 MM 二 1(I 表示 勾 
元 )， 则 有 
M(i) Tt, 、 vy 1 = 1,2,° 1 
于 是 表 兄 妹 可 以 成 婚 的 数学 式 为 
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DSD-iS-1=1, DS =58D， 

即 <3 ,D> 是 一 个 交换 群 。 

不 难看 出 ， 通 则 五 即 下 面 的 通则 五 

通则 五 ， 在 子 群 人 ,D> 的 作用 下 ， 任 意 i《1 志 i<n) 的 轨道 
此 是 整个 集合 {1,2,…,n)。 

于 是 ， 关 于 这 些 原 始 社会 的 婚姻 规则 的 研究 就 可 化 为 群 论 的 
某 些 问题 。 

我 们 试 取 ?2 = 4, 即 此 社会 有 四 种 不 同类 别 的 人 。 如 果 我 们 忽 
视 数字 的 调换 及 重 排 ， 以 及 5 与 D 的 互 换 ， 则 不 难看 出 仅 有 如 下 
的 可 能 (全 P=(1,2,3,4)，/ 为 乏 元 》， 

1) S=P, D=1, 

2) S$=P, D=P’, 
"|i 3) S=P, D=P;, 

4) S=(1,2)(3,4), D=(1,3)(C2,4), 
塔 若 (Tarau) 人 用 1)( 实 际 上 是 S=1，D =P)， 遍 瑞 那 (Kariera》 
人 用 4)。 易 于 证 出 ， 以 上 的 四 种 形态 中 ，<S,D> 恒 为 交换 群 , 即 
社会 中 有 四 种 类 别 时 ， 列 兄妹 恒 可 成 婚 ， 

读者 可 以 研究 ?= 5 一 一 即 有 五 种 类 别 一 一 的 情形 。 


习 .是 

1. 参考 8 3 习题 4。 设 G 为 群 ， 4 之 G， 证 明 A4<ZN(4). 

2. 举例 说 明 一 个 群 G 的 正规 子 群 的 正规 子 群 不 一 定 是 G 的 
正规 子 群 。 

3. 平面 的 平移 群 是 不 是 平面 的 刚体 运动 群 的 正规 子 群 ? 

4， 设 如 <G， 且 [G: 人 =2, 证明 卫 <C。 

5. (1) 设 中 <CG，gEGC， 证 明 gHXg “< 之 G。 特别 地 、. 
和 如果 H<G， 则 gxXHX9 1G.， 

(2) 设 H 是 G 的 唯一 的 指数 为 n 的 子 群 ， 证明 H<6. 
6。 找 出 于 面 刚 体 运动 群 的 心 。 
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7 分 磺 G 作用 在 华 合 S 上 。 湾 bEOrb(a)， 证 明 Stab(a) 
2 Stab《5) 基 弦 。 
*。 证 明 加 及 R7/G 与 乘 群 CL= {e'*: XER}CC 同 约 。 
9 辕 环 面 可 以 定义 为 尺 /Zix Z。 证 明 贺 环 面 是 一 个 加 磋 。 
10， 参 少 $3 习 顾 9。 说 CP>H， 证 明 
G/H 足 交 换 群 > 六 G0， 
11, 证 明 任何 一 个 有 限 群 都 与 5 的 -个 子 群 同 份 ， 此 处 
# 之 0(C)。 
12. 设 P 是 素数 ，2Z/P3 辽 国 Z/P?Z 有 各 少 个 阶 为 P? 的 循环 
子 群 ? 
3， 从 2Z/n2Z 到 2Z/mZ 有 多 少 个 群 映射 ? 
14. 研究 例 14 中 n=5 的 情形 。 


$5 自 同 构 群 


在 上 地 中 我 们 研究 了 内 自 同 构 在 群 上 的 作用 。 如 果 群 @ 是 一 
个 交换 群 ， 则 所 有 的 内 自 同 构 的 作用 此 同 于 群 G 的 么 映射 ， 这 时 
芍 内 自 同 构 只 不 过 具有 表面 上 的 复杂 性 而 已 ， 其 本 质 莫 常 简 站 。 
为 了 消除 这 种 支 面 上 的 复杂 性 ， 我 们 引 和 人 如 下 的 定义 及 定理 。 

定义 2.16 设 群 G 是 集合 5 的 变换 群 。 如 果 只 有 C 的 么 元 。 
是 了 的 么 映射 ， 则 称 C 的 作用 是 忠实 的 ， 否 则 就 称 为 足 非 忠实 
的 。 

上 忆 的 定理 2.6 已 证 6 中 等 同 于 S 的 么 隐身 的 元 末 的 华 合 是 
CG 的 一 个 正规 子 群 。 我 们 有 如 下 的 定 严 。 

定理 2.10 设 群 G 足 集 合 5 的 变换 群 。 今 号 为 G 中 等 同 于 名 
约 乏 也 英 的 元 束 的 集合 ， 风 CG/ 再 通 过 如 下 定义 的 在 S 上 的 作用 ， 
战 为 S 的 变换 群 ， 而 且 这 个 作用 是 忠 突 的 ， 

(gxXH)(s)=9(s), VsES. 
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证 明 首先 ， 我 们 必须 证 明 这 个 作用 的 定义 是 有 意义 的 ， 显 
如 果 gi 关 日 = g, 关 里 ， 则 应 有 91.C3) = g:(s)。 事 实 上 ， 此 时 存在 ， 
EH， 使 得 9, = gaXh， 故 

gi(s) = (gah)(s) = gaChCs)) = 9g2(5), 
所 以 我 们 定义 的 作用 是 有 意义 的 。 不 难 堵 出 
H(s) =$, 
(Cg XH)X* (gH))(s) = (91 9. H)Cs) = (91% 98) (5) 
= 91(92(5)) = (gi *X H)C((9. XH)(CS)), 
故 知 G/ 万 是 集合 3 的 -个 变换 群 。 议 9 关 妃 在 8S 上 的 作用 等 局 
于 5 的 么 映射 ， 则 
| g(s)= (9%H)(s)=s, YsES, 
故 9 在 五 中 ， 换 言 之 ，g 关 日 = 右 是 CG/H 的 么 元 。| 

从 代数 的 观点 考虑 ， 一 个 群 S 上 的 映射 应 当 照 顾 其 代数 的 运 
算 关 示 ， 也 即 应 该 考虑 群 映射 。 

定义 2.17 设 5 为 一 群 。 如果 群 G 是 集合 S 的 变换 群 ， 且 群 ` 
G 的 元 来 都 是 群 5 的 群 喘 射 ， 则 称 群 @G 是 群 ? 的 变换 群 。 

讨论 ”根据 定理 2.1， 群 8 的 变换 群 C 由 的 元 素 知 为 群 3 的 
自 同 构 ， 

定理 2.11 设 S 为- 群 则 S 的 所 有 自 同 构成 为 一 个 如 称 
为 S 的 自 同 构 群 ， 记 为 Aut(S)。 

证 明 显然 ， 么 映射 。 是 一 个 自 同 构 ， 故 Aut(53) 非 实 。 设 
c 在 Aut(3) 中 ， 因 为 a 为 单 满 映 射 ， 所 以 共 逆 元 素 07! 在 在 并 
为 一 单 满 映 射 。 我 们 只 要 证 明 o-!: 是 群 映射 , 即 知 07 人 E Aut(S)。 
令 S 及 ss: 为 中 的 任意 二 元 素 ，sa 及 54 适合 下 式 
| OT1(S8)=8s, 0 (Ss) = 5,, 

即 Of(ss) =51, 0(34) = So， 

则 有 a (ss 兴 s4) =0(33) 关 0(54) = SI 兴 Sz。 故 得 
OMs1 X52) = 53 5 

即 
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OI(sI S82) = 071(3S1) X01(5,)., 

故 知 0-1E Aut(S)。 因 为 运算 的 合成 是 适合 结 合 律 的 ， 而 集合 
Aut(3) 的 双 项 运算 就 是 映射 的 合成 ， 所 以 有 结合 律 。 综 上 所 述 ， 
知 Aut(5) 为 -- 群 。] 

讨论 不 难 否 出 ， 任 何 忠 实地 作用 在 群 S 上 的 变换 群 寺 可 理 
解 成 Aut(5S) 的 一 个 子 群 。 

例 15 Aut(Z)={e,-e}。 原因 如 下 ， 整 数 群 2 仅 有 两 个 
不 同 的 生成 元 集 {11} 及 {一 二、 设 0 EAut(Z),， 则 0(1)= 1 或 
一 J。 如 果 0(1)=1， 则 有 

on)=oC+1te +t1)=00) + +t +0()=n, 


却 0 为 么 块 射 e。 如 果 0(1) = -1， 则 有 
on)=0(l+t1lt+1)=0()+o(D + +0(1)= -n, 


了 Ja = 一 e。 . 
Aut(Z.) 与 Z* 辣 构 。 原 因 如 下 ; 设 与 2 互 素 ,， 则 存在 
a,bEZ， 使 得 am+bn=1。 对 模 n 取 剩余 类 ， 则 得 
a[m]», = [1]n， 
这 说 明 Z* 中 每 个 元 素 蕴 是 Ga 的 生 成 元 素 、 反 之， 设 [ 门 4 为 
2， 的 一 个 生成 元 素 ， 则 必 有 aE 和， 使 得 4[ 人 ,= [1Js。 也 即 有 
bEZ， 使 得 =1-bn， 即 1 与 nn 专案 ， [Lijn€E ZL*。 显 然 ,映射 
Pp tml: [11s—[m]s 
诱导 出 之 。 的 一 个 自 同 构 ， 而 县 
Pim] ° Pri =PImi], 
由 此 不 难 推出 Aut(Z) 与 2 同 构 。 
例 16 取 Z 人 BZ = {(a,b): a,bEZ}。 共 中 加 法 的 定义 如 下 。， 
(a,b) + (c,d)= (at+0,b+d), 
不 难 在 出 ， 在 这 种 加 法 的 定义 下 ，Z 全 2 成 为 一 群 ， 此 群 或 记 为 
Za:， 同样 的 方法 ， 分 G1,G2，… ,Can 此 为 群 ， 可 定义 一 个 新 的 群 
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G=6,00D" BG, 
= {CQ1 Ga ,Qn): Qi ECG 多 f=1,2,"" ;11)， 
共 双 项 运算 定义 为 
| 《Glass GD) KX Cb1, be, ,bn) 
| = (a ba bo,* ,an bn), 
这 样 定义 的 群 G， 称 为 G1,G4,…,G, 的 十 积 。 如 果 G = G:= 
下 G,, 则 G 也 可 以 写成 Gi, 
， 好 可 以 理解 成 平面 上 的 网 格 点 的 集合 ， 有 广泛 的 应 用 价 亿 、 
设 0E€ Aut(Z?)。 把 (41,42) 写 成 列 向量 


[ 


设 
(31) ot])-=[ 

不 难看 出 | 

a 1 0 

(人 -ee 

[co[ 
中 [2] 
不 难看 出 


a | a a 
osc 人 (| ' |)=c,..[ ' |=c.c,| :| 
a Q2 Qa, - 


2 


如 映 取 P=0-!， 则 有 Co-1C。= 1,， 共 中 1 为 二 阶 么 夭 阵 ， 上 
式 两 端 取 行列 式 ， 得 出 
(det OC,—1)(det C,)=1, 
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而 此 式 左 端的 行列 式 此 为 整数 ， 故 只 能 稀 于 1 或 - 1。 这 种 行列 式 
为 土 1 的 二 阶 整数 矩阵 构成 一 群 ， 称 为 二 阶 的 特殊 整数 线性 群 ， 
记 为 SL(2,Z)， 有 从 上 面 讨 论 可 以 看 和 出 ，Aut(Z2) 即 是 SLC2,ZD)。 
辐 法 可 以 得 知 hut(Z') 即 是 n 阶 的 特殊 整数 线性 群 SLCn,2),1 
上 节 的 定理 大 6 的 系 ， 证 明了 一 群 6 的 心 是 C 的 正规 子 群 。 
而 群 的 心 即 是 使 内 自 同 构 rp 为 么 映射 的 元 素 9 的 集合 。 根 据 定 
覆 2.10， 群 G 对 其 心 作 商 群 以 后 ， 则 忠实 地 以 内 自 间 构 作用 于 
群 GC， 这 一 商 群 称 为 群 6 的 内 自 司 构 妊 ， 记 为 Inn(G)。 1 
在 例 14 及 例 15 中 ， 群 Z,Z， 以 及 Z" 霸 是 交换 群 ， 故 其 内 自 
癌 构 群 都 是 么 群 ， 因 此 是 自 同 构 群 的 正规 子 群 。 一 般 芝 之， 我 位 
有 如 下 的 定理 。 
定理 2.12 ”一群 G 的 内 自 同 构 群 InnCG) 是 自 司 构 群 Aut(G》 
的 正规 子 群 。 
证 明 设 gl,gs 为 G 的 任意 二 元 素 ，rg, 为 91 引 生 的 内 自 辣 
构 ，o 为 Aut(G) 的 任意 元 素 ， 则 有 
Oo oTgs °° 01(g2) =0(91 X01(9,) X91') 
=0(9) X00 (9)) X09) 
=0(9) Ia Xo(9) = To CG), 


训 0。 ry,° oriEJInn(C) .所 以 Inn(C) 是 Aut(C) 的 正规 子 群 , 上 


习 题 
1。 含 CG=2/6Z， 证 明 Aut(C) 二 Inn(C)。 
2. 证 明 Aut(Sa) = Inn(Ss) 一 Se。 
3. 试 确定 Aut(Q@)， 
4.。 试 找 出 复 整数 加 群 的 自 同 构 群 ， 
5。 


设 G=CG 引 C: 四 中 Ca， 其 中 力 为 p ! 阶 循 环 群 (p。 
均 为 素数 ， 且 Pj 六 Pj(i 夺 让)。 求 0C(Au1(G))， 
6.。 找 出 Aut(Z/nZ@BZ/mZ)， 共 中 (m,n) = (1)。 
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7。 设 G 的 阶 是 25，G 不 是 循环 群 。 确 定 Aut(C)。 
8， 设 G 为 :个 p 阶 循环 群 的 竹 积 ， 证 角 
ol(AutCG)) = (p' 一 1)(pP 一 D)…(P -pp' 1), 
9.， 爹 G 为 四 元 数 群 ( 和 参考 81 习题 7)。 试 确定 Aut(G)?。 1 
10. 设 4 为 群 G 的 自 同 构 ，C 为 6G 的 心 。 如 果 
xia(x) EC (VxEG), 
列 称 为 和 的 中 心 自 同 构 。 证 明 
(1) G 的 所 有 中 心 自 同 构成 群 ， 
(2) 中 心 自 同 构 群 舍 于 内 自 同 构 群 ， 
(3) 中 心 自 同 构 群 与 C/C 的 中 心 同 构 。 


$6 P 群 及 西 洛 定理 


在 本 节 内 ， 我 们 将 研究 有 限 群 的 内 部 是 否 含有 某 些 阶 数 的 子 
群 以 及 其 可 能 有 多 少 个 
令 一 群 C 以 内 自 同 构 作 用 于 群 G 上 ， 则 群 G 被 划分 成 一 此 
分 离 的 共 辑 类 ， 即 轨道 。 于 是 我 们 得 到 下 演 的 共 驾 类 方程 式 
0(G) = 忆 ( 共 和 类 的 基数 ). 
定理 2.13 设 群 G 为 一 个 “p 群 ”, 即 基数 0(G) 为 pn" 的 群 ， 
此 处 p 为 一 个 确定 的 素数 ，n 为 正 整数 。 则 G 的 心 不 是 么 群 。 
证 明 - 设 C 为 G 的 任 一 共 示 类 ，gEC。 由 定理 2.5， 有 
C 的 基数 = [G:Stab(9)]。 
故 C 的 基数 是 o(G) 的 因数 。 而 o(G) =p"， 故 得 
C 的 基数 = pn"， 0 mn, 
G 的 么 元 构成 的 子 集 {e} 显 然 是 一 个 共 罗 类 ， 即 存在 一 个 共 斩 类 
的 基数 为 1 ， 现 注意 共生 类 方程 式 的 两 边 ， 其 左边 被 p 整除 ， 右 
边 为 形 如 p” 的 数 之 和 ， 而 这 些 数 中 已 经 有 一 个 数 为 1， 故 右边 至 
少 还 应 出 现 P- 1I 个 1]。 任 取 其 中 一 个 1， 它 所 对 应 的 共 斩 类 是 么 
集 {9}1。 显 然 ， 9 二 6， 寿 且 9 在 群 G 的 心中 。 ! 
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定理 2.14 设 群 G 为 一 p 群 ，o(C) =p"。 则 存在 一 系列 的 
于 群 ciG= 0,1…n), 其 中 CGI 是 Gii 的 正规 子 群 ， 即 
C=CnP>C DCDCDC>G= {e)}, 
而 且 每 个 商 群 G44,1/G; 都 是 p 阶 循环 群 。 
证 明 今 C 为 G 的 心 ， 根 据 上 面 的 定理 知 C 不 是 么 群 ， 设 
9 为 C 中 一 个 非 么 元 素 ，Ci 为 9 生成 的 子 群 ， 由 于 
oCC)|0(G), . 
故 C 的 阶 数 必 形 如 Pp"m 宇 1)， 倒 G1=<g*”'>。 不 难看 出 ，Gs 
是 G 的 p 阶 正规 子 群 。 | 
下 面 我 们 用 归纳 法 。 如 果 of(G) =p!， 则 取 Gi=G 即 可 , 设 


阶 正规 子 寻 Gl。 侈 G*=G/G4， 则 0o(G*) =p"-!。 依 照 归 纳 法 假 
设 ， 在 5" 中 存在 一 系列 子 群 6 人 7， 如 下 图 ， 
G 


G/GI=G*=G PG DG G0? = {6} 


其 中 * 是 到 商 群 G/G, 的 典型 映射 取 G? 在 x 下 的 象 源 ， 记 
为 Git1。 根 据 定理 2.7， 我 们 知道 G3 背 是 Cl: 的 正规 子 群 ， 于 
是 得 出 . ， 
G=GnPGrDw Gm"DPGDG,= {0). 

显然 ，Giri/Gi 睛 为 Pp 阶 循环 群 。 | 

讨论 1) 此 定理 中 的 一 系列 子 群 称 为 “合成 群 列 ? ， 其 详 
情 见 下 节 。 

2) 在 “ 域 论 ” 中 本 定理 有 应 用 价值 ， 详 情 见 第 五 章 。 

3) 显然 有 0(G1) =P'Ci=0,1, ,7n)。 

4) 同 法 可 以 证 明 ， 如 果 0(G) =p"， 则 存在 一 系列 的 正规 子 
群 G1， 使 得 

G=Gr 娃 Gn-i1 寻 于 G1 对 下 计 G0 = {2}， 
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这 种 群 芭 所 谓 的 严 替 群 。 详 情 滞 参考 和 群 论 的 专著 。 | 

以 下 我 们 将 证 明码 个 “ 西 洛 定理 ? ， 

定理 2.15( 第 一 西 洛 定理 ) 设 群 G 的 价 数 为 o(C) =mP "~ 
其 中 p 为 到 数 ，p 二 四。 则 G 有 一 个 阶 数 为 p" 的 子 稚 甩 。 

”证明 今 3 为 C 中 基数 为 "的 子 集 的 集合 ， 即 
,83={s:sCC，s 的 基数 为 P， 
合群 C 从 左 俩 作用 在 & 上 ， 即 
g(s)= {gx%g’ :9 E3}。 
则 GG 是 是 集合 S 上 的 变换 群 。 


5 的 基数 =( ) 
Mp" (mp" = 1) "(mp" -0D)"» mp ~-p"+1) 
p" Cp' 一 1)…(P ~ “ 
在 上 式 的 有 句 ， 考 不 
| | mp"—i 
pn" 一 了 . 


不 难看 出 ， 此 分 数 的 分 母 及 分 子 中 的 的 因子 恰好 插 浓 ， 于 是 得 
知 S 的 基数 不 被 7 整除 。 又 有 
S 的 基数 = 之 (轨道 的 基数 ) ， 
于 是 必 有 一 轨道 的 基数 不 被 p 整除 。 记 此 轨道 为 C， 设 为 C 中 
一 元 素 , 合 日 = Stab(s) ,我 们 将 证 0(H) =p"。 根 据 定理 2.5， 有 
C 的 基数 =[G:StabCs)1= [G:H1, 
又 有 o(G) ={G:HI .olfH). 
由 上 面 二 式 知 p10( 如 )， 于 是 有 0o(《 卫 ) 之 p"。 又 对 s 中 任 一 元 素 
9 而 站， 有 (9)= ({h%g: hEHH}Cs。 故 
oC(H) = H(9) 的 基数 三 3 的 基数 =p" 
于 是 ocH)=p"。 | 
讨论 ”此 定理 证 有 明了 mp "(np 十 识 ) 阶 群 必 有 PP" 阶 子 群 。 几 是 
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这 种 p" 阶 工 姓 ， 上 敬称 为 西 洛 p 子 群 。 
定理 2.16( 第 二 西 洛 定理 ) 设 G 为 有 限 群 。 则 在 内 自 同 构 
作用 下 ，G 的 所 有 西 洛 p 子 群 此 属于 同一 轨道 。 换 器 之 ， 西 洛 p 
子 群 苷 共 斩 。 
证 明 设 o(G) =mp"， 共 中 pm。 设 五 为 一 个 西 洛 p 子 
群 。 令 8 = {91%XH,gsXH,… gx) 为 C 对 互 的 陪 集 之 集合 。 
其 中 有 一 个 陪 集 是 晴 ， 不 妨 假 设 g: 尖 五 = 互 。 如 今 恕 自 左 侧 作用 
在 S 上， 不 难看 出 ， 此 时 只 有 一 条 轨道 ， 即 S 自身 。 由 此 即 知 
LG:Stab(g; 关 日 )] =S 的 基数 =m， Yi=1,2,,m。 
所 以 olStab(gi 关 电 )) =p"。 又 由 
(gi XHXgi' XC(gXH)=9XH, 
知 gixX HXgi!'CStab(g; x H), 
而 9i: 关 是 971 的 基数 也 是 p"”， 放 有 
gixHXgi!=Stab(gy XH), Vi=1,2,",m, 
现在 我 们 任 取 一 西 洛 p 子 群 如 ， 只 考虑 子 群 H' 在 S 上 的 
作用 ， 则 在 此 缩小 了 的 作用 之 下 ，S 又 被 重新 划分 成 一 些 轨道 。 
于 是 有 
m=5 的 基数 = (轨道 的 基数 )。 
因为 m 不 被 7 整除 ， 故 必 有 某 轨 道 的 基数 不 被 7 整 除 记 此 和 罗 
道 为 C。 设 9;X 瑞 为 C 中 一 元 素 ， 则 有 
C 的 基数 =[ 昌 和 :( 在 日 ' 作 用 下 9; 关 H 的 稳定 群 )]。 
故 C 的 基数 又 必 是 Pp 的 方 曙 ， 所 以 C 的 基数 必 为 1。 这 意味 着 
H’cStab(gi Xx H) 
《这 里 的 StabCgi%H) 是 在 G 作用 下 gi% 开 的 稳定 群 )。 而 两 者 
的 基数 相同 ， 故 
H’ = StabCg:* H). 
合 前 面 证 出 的 结果 ， 即 有 
H’=gxHxgi'。 | 
定理 2.17( 第 三 丁 洛 定理 ) 设 o(C) =mp"， 共 中 p 为 素数 ， 
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pm 。 兮 7 为 西 洛 p 子 群 的 个 数 ， 则 有 
1) rlm; 
2) r=1(mod p), 
证 明 1) 命 瑟 为 一 个 西 洛 P 子 群 ， 设 在 G 以 内 由 同 构 作 庚 
下 已 的 轨道 为 T， 即 
了 = {gxXHXgi: gEG)}, 
根据 第 二 西 洛 定理 ，T 的 基数 即 为 r。 按 照 定理 2.5， 
r=[G:Stab(H)]。 | 
又 显 然 有 昌 CStab(CH), 故 有 ?7|[G:H]=m。 
2) 如 第 二 西 洛 定理 的 证 明 ， 今 瓦 为 一 西 洛 p 子 群 ， 
= {091 尖 万 ,092 尖 石 ,gu 基石 }。 
今 5 自 左 侧 作用 在 $S 上。 在 第 二 西 洛 定理 的 证 明 中 已 有 
Stab(g: XH)= gx HX gi 
如 果 9i 兴 已 关 91 是 gj 关 量 的 稳定 群 ， 则 
gixHXxgi! gx H=gxH, 
即 Hx(gi'¥XgxXH)= 9g71 关 gj 基石 。 
亦 即 妃 是 971! 关 9j 兴 五 的 稳定 群 。 反 之 也 对 。 于 是 ， 如 果 妃 是 S 
中 天 个 元 素 91 关 HC 取 1,2,…,m 中 天 个 数 ) 的 稳定 群 ， 则 gi 关 匡 
关 97! 也 是 S 中 大 个 元 素 9; 关 91 关 HH 的 稳定 群 。 按 照 稳定 群 的 异 
同 将 S 的 元 素 分 类 ， 则 共有 > 类 ， 每 类 中 有 大 个 元 素 ， 故 
. m= ?rk, 
再 考虑 匡 自 左 侧 作用 在 S$ 上。 在 这 种 缩小 了 的 作 用 下 ，S 
被 分 成 许多 轨道 。 自 然 有 
m=S 的 基数 = 忆 ( 轨 道 的 基数 )， 
而 且 根 据 定理 2.5， 有 
91 共 万 所 在 轨道 的 基数 =[ 妃 :91IX 妃 在 妃 中 的 稳定 群 1 
=p* (0 么 4 过 1)。 
注意 到 这些 轨道 中 有 上 个 是 乏 集 ， 故 有 
rk=m=k+ap=k(mod p), 
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狼 p+m， 故 PK， 从 上 式 两 端 消去 K， 即 有 
r=1(mod p)。 | 


习 题 
1， 设 5 为 有 限 群 ， 忆 为 C 的 : 一 个 西 洛 p 子 群 , N<G， 证 
田 FNAN 是 G/N 的 西 洛 子 群 


2. 设 G 为 有 限 群 ，P 为 G 的 一 个 西 洛 p 子 群 ， 证 明 
La 在 NCP) 中 网关 锅子 集 只 有 一 个 
(2) NCP) = NCNCP))， 

其 中 NN(P) 表 示 P 了 的 正规 化 子 ( 见 $3 习题 4)， 

3.。 设 G 是 有 限 灵 ,人 <G。 证 明太 的 西 洛 p 子 群 必然 形 如 
LNH， 此 处 工 是 G 的 一 个 西 洛 p 子 群 ， 

4。 证 明 阶 为 15, 35, 77 的 群 必然 是 循环 群 。 

5。 设 p,4 为 两 个 素数 ，p< 之 9， 且 9 寺 1Cmod p)。 证 明 阶 为 
79 的 群 必 是 循环 群 。 
6。 设 p 为 素数 。 证明 阶 为 p2 的 群 必 是 交换 群 。 
7。 设 G 的 阶 为 100， 证 明 G 中 必 有 一 个 阶 为 25 的 正规 子 
群 。 . 
8。 设 G 的 阶 为 168，G 中 有 多 少 个 阶 为 7 的 元 素 ? 
9。 设 p 为 素数 。 证 明 2p 阶 群 或 是 循环 群 ， 或 与 正 p 边 形 
网 对 称 群 ( 即 所 谓 “二 面体 群 ”(dihedral group))D， 同 构 。 

10, 设 n 是 奇数 。 证 明 阶 为 2n 的 群 必 含 有 nn 阶 子 群 。 

11， 找 出 5;, 54,5s 的 所 有 西 洛 2 子 群 及 西 洛 3 子 群 。 

12， 写 出 所 有 互 不 同 构 的 8 阶 群 。 

13. 证 明 30 阶 群 必 非 单 群 ( 单 群 即 不 含有 非 平 凡 前 正规 子 群 
的 群 )。 

14， 设 p,9 为 素数 。 证 明 p?9 阶 群 必 非 单 群 。 

15. 证 明 阶 数 小 于 60 的 单 群 的 阶 必 为 案 数 。 

92 


$7 若 当 - 荷 德 定理 


在 上 节 的 定理 2.14 中 ， 我 们 证 明 在 Pp 群 中 有 一 系列 的 子 群 
G=G.P Gr "DG = {0}, 

这 一 系列 子 群 有 很 重要 的 意义 。 就 群 论 本 身 而 冯 ， 这 些 子 群 将 提 
示 我 们 构造 群 G 的 方法 ， 就 群 论 的 应 用 而 首 ， 这 些 子 群 将 帮助 
我 们 利用 G; 来 逐步 简化 基 些 现象 ， 关 于 前 省 ， 请 读者 参 考 群 论 
的 专著 ， 关于 后 者 ， 请 参看 本 节 第 五 条 “《 域 论 ” 中 的 人 铭 罗 瓦 理 
论 ，。 

定义 2.18 设 G 为 一 群 。G 中 的 一 条 列子 群 

C = Gr Gr GO = {e} 
(其 中 Ci 为 G441 的 正规 子 群 ， 且 不 等 于 Gi41) 称 为 G 的 正规 群 
列 。 集合 
| {Gir/Gss i=0,1, ,7 ~-1} 
称 为 这 个 正规 群 列 的 商 妖 集 。 如 果 另 有 一 个 正规 群 列 
G=GpG* wDG* = {0} 

具有 如 下 的 性 质 ， 每 一 个 G; 背 在 第 二 个 正规 群 列 中 轩 现 ， 则 称 
第 二 个 正规 群 列 是 第 一 个 正规 群 列 的 细 化 。 如 果 一 个 正规 群 列 除 
亲本 身 之 外 丕 无 其 它 的 细 化 ， 则 称 为 含 成 群 列 。 

例 16 在 上 节 定 理 2,14 中 的 Pp 群 的 正规 群 列 

G=GrP Gri> DG = {6} 

《其 中 o(Gi41/G1) =p，Vi=01…n-1) 是 一 个 合成 群 列 。 共 
理由 如 下 ， 

设 在 Gir 与 Gi; 之 间 能 插入 一 个 Ci 的 正规 子 群 已 。 考 虚 
Giri 到 Giri/G: 的 典型 映射 x， 则 (如) 必 为 Gii1/Gi 的 子 群 。 
而 o(Ci VCi) 为 素数 P， 所 以 o(x(H)) 为 1 或 p， 也 有 即 x( 呈 ) 为 么 
拜 或 整个 群 Giwv/Gi。 由 此 得 出 为 Gi 或 Ginm。 故 Gin 与 Gi 
之 问 不 能 插 大 Gil 的 任何 异 于 Gi 和 Gi41 的 正规 子 群 。 
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取 如 此 构造 出 来 的 两 个 合成 群 列 ， 则 其 高 群集 皆 是 1 个 阶 数 
为 7 的 群 的 集合 。 于 是 这 两 个 商 群 集 从 抽象 的 观点 来 说 是 完全 一 
_ 样 的 ， 对 一 般 的 群 ， 同 样 的 结论 也 是 成 立 的 。 这 就 是 以 下 的 定理 
2.20( 通 称 为 若 当 - 蔡 德 定理 )。 。 
另外 ,我 们 考虑 G=2Z/J62 的 加 法 群 . G 有 两 个 非 平凡 的 子 群 
G,.=22/62, Gs,=32/62. 
不 难看 出 ，G 有 下 列 三 个 正规 群 列 
GP{e}, GPGP{e), GPGP {e)}, 
而 且 后 珊 个 是 合成 群 列 。 其 商 群 集 分 别 是 
{G/G, , Ga/{e}}, {G/G ,Gs/{e}), 
{2/22,22/62}, {2/32, 32/62}., 
不 难看 出 Z/2Z 与 3Z/6Z 同 构 ，2Z/6Z 与 Z/3Z 同 构 。 也 即 
这 两 个 高 群 集 之 间 有 一 个 单 满 映射 , 使 相对 应 的 商 群 互 为 同 构 , ] 
在 讨论 车 当 - 荷 德 定理 之 前 ， 我 们 先 证 明 群 映射 的 第 二 同 构 
定理 及 第 三 同 构 定理 。 第 一 同 构 定 理 即 § 4 中 的 定理 2.9。 
定理 2,18( 第 二 同 构 定理 ) 设 瑟 为 群 G 的 子 群 ，N 为 G 的 
正规 子 群 。 则 
1) 且 N 人 NN 为 于 的 正规 子 群 ， 
2) HXN= {hxn: ke,nEN} 为 G 的 子 群 ， 
3) 内 为 及 XN 的 正规 子 群 . 合 p 为 由 HXN/N 到 H/HNN 
欧 自 然 映 射 ， 其 定义 如 下 ， 
pl(hxnxXN)=hxCHINN), 


亦 即 


划 p 为 同 构 。 
证 明 1 eEHNN， 赦 HNN 非 空 . 设 有 a,5EHNN, 则 
有 . 
axb-i€EH, axb-i€EN, 
获 aXb™1E 了 站 NN, 即 知 a 光 b"! 为 一 子 群 。 今 五 以 内 自 同 构 作 用 
于 G 上 ， 则 NN 及 右上 沸 为 不 变 子 集 ， 歼 两 澳 的 交集 瑞 人 MN 也 为 不 
变 子 集 。 于 是 五 MN 为 H 的 正规 子 群 。 
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2) eEHX%N,， 款 右 XN 非 宏 。 设 a,5E HXN， 即 有 和 ,和 
EN, nnEN, 使 得 
a=hkXxn, b=h,Xn,. 
于 是 
axb l= (hn) (hn)-! 
=h hi (hn nz hi), 
而 尺 为 G 的 正规 子 群 ， 故 上 式 右 端 括号 中 的 元 素 在 N 中 ， 即 : 
ax 上 在 HN 中 ， 所 以 已 关 和 六 为 一 子 群 。 
3) AN 自然 是 五 多 N 的 子 群 ，N 为 C 的 正规 子 群 ， 即 在 G 
的 内 自 同 构 作用 下 图 为 不 变 子 集 ， 自 然 在 HXN 的 内 自 同 构 作 
用 下 也 是 不 变 子 集 ， 所 以 NN 是 日 %N 的 正规 子 群 . 
以 上 是 证 明 。p 为 同 构 的 准备 工作 ， 下 面 我 们 首先 要 证 明 p 的 
定义 是 有 意义 的 。 设 
hn XN=h, xn, XN, 
Bh N= hxN, 也 有 即 hi!1 hE 入， 显然 嫩 ! 基 名 E 互 ， 直 有 
~ hiixh EHNN, 
有 即 hxXCHNN) = hx CHNN)., 
这 就 说 明了 2 的 定义 是 有 意义 的 ， 
易于 证 出 2 是 群 映 射 。 素 实 上 
POCh XmXN) Ch xn N)) 
=p(Ch XN) hh, XN)) 
= ph hxN)=h hx HNN) 
= CHNN) Kh XCHNN) 
= ph mn XN) ph nN). 
我 们 再 证 p 是 一 单 射 。 设 p(h xnxN) = p(h, nn, %N), 几 
有 有 
hxCHNN)=h, x HNN),, 
和 
hiixh,EHNNCN, hxN=h, XN, 
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即 有 hxnxXN=h,xn, XN, 
最 后 我 们 证 明 关 是 一 注射。 事实 上 ， 设 8 有关 ( 瑟 DDN) 是 妃 对 
五 站 六 的 任 一 陪 集 ， 则 & Xex 六 即 是 它 的 一 个 象 源 ， 
综 上 可 知 ? 为 一 同 板 ，1 
定理 2,19( 第 三 同 构 定 理 ) 设 召 | 及 如 为 群 G 的 王 群 ， AN 为 
瑟 的 正规 子 群 ，Ns: 为 互 * 的 下 规 子 群 。 则 
1) NiX (站 Na) 为 Ni 人 (ET 站 1 9 的 正规 子 妊 ,4 Nx (H;N 
入 ) 为 和 N, 关 ( 昌 , 门 耳 ,) 的 正规 子 群 ; 
2) (CHiNN,) CH NNN) RH NH, 的 正规 子 群 ， 
3) 以 上 的 三 个 商 群 
NX (HN Hs)/N, (HNN,), 
Nx (HN HI)/N, x (HN N,) 
及 HNH/HNN,) HN N) 
此 同 构 。 

”证 明 1) 由 于 丈 几 AN 及 妃 : 门 玉 毕 是 瓦 ;的 子 群 ， 而 N 是 妃 
的 正规 子 群 ， 由 前 一 定理 ， 知 NN CH 站 No) 及 Ni (HN H;) 
蕴 为 有 H! 的 子 群 。 邻 

a=n,%XhE€EN, XH NH,), 
to 为 4 引 生 的 内 自 同 构 ， 注 意 到 如 1 站 和 N, 是 于 ;门人 ;的 正规 子 群 ， 
. 即 知 

tal(N,XCHINN,)) 

=n¥hN HN ND) ini! 

= NhCH NN) hi ni 

=N CH, NN,) EXh ni 

= NX(HNN,) ni!, 


对 于 Hj 介入 ;中 的 任意 元 芭 训 ， 总 有 一 相应 的 ns EN,， 使 得 
mxXni!l=nsXm 
《这 因为 和 1 号 里 | 的 正规 子 群 ， iim EH,), 故 
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NX (HN N,) ni 
= {mm%ni: EN meEHNN,} 
= {nn m: ?EN mEH,/N,} 
= {mxXm: nEN,, mEHNNe} = N¥CHNN,). 
所以 Ni 关 (HIN ND) 是 Ni 关 (HHi 门 及 ,) 的 正规 子 群 . 同样 可 证 Ns 关 
(站 ND 是 Nas 兴 (下 三) 的 正规 子 群 。 
2) 峡 有 Hi 站 Ns 及 Hs 站 N, 指 为 Hi 站 HH， 的 正规 子 群 ， 不 难 导出 
(InN2) 关 (anND 是 Fin 厂 的 正规 子 群 . 
3)》 我 们 定义 一 个 由 
NO NI) NHN He CH NN,) CH N)) 
的 号 射 p。 对 于 EN，hEHNNHs， 伟 
pn = XH NN,) XH ND)., 
首先 ， 我 们 要 证 明 p 的 定义 是 有 意义 的 。 设 mh 关 及 =m%h， 则 
hi= nm ENNHNEH,) 
= NMHC NN,) (HN N,), 
即 如 与 属于 CH1NN2)X(CHs 人 入 ,) 的 同一 个 陪 集 ， 故 有 
pn hh’)= pn 4), 
故 Pp 的 定义 是 有 意义 的 ,: 
其 次 ， 我 们 要 证 明 。 是 一 个 群 映射 。 设 又 有 
iEN, ‘keEHNH,, 
鹿 有 
P(N1hXR XE) = pn NL, 
=hXhx(H No) CH NN) 
=hxCHNN)XCH NN) KRCHNN,) 
x (H,fN N,) 
= p(n hp, h), 
共 中 名 是 NN 中 的 元 素 ， 满 足 hX 元 = 名 关 h。 故 Pp 为 群 映射 。 
我 们 再 证 明 p 的 续 为 Ni 关 ( 们 Na， 容易 看 出 
kerC(p)ON% CH N,)., 
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反之 ， 设 ni hE kerp, 昌 . 
pn kh) =hx CH NN,) HNN,)) 


= (HN N,) CH,N N), 
也 即 hE (HN N2) (CHifN,)。 于 是 
h=h, h,, 


其 中 ENN,，h,E HNNICN1。i 故 
hE HNN) KN,= NX (HN N,), 
显然 2 是 满 射 。 根 据 第 一 同 构 定 理 ( 定 理 2,9) 的 系 ， 我 们 得 知 商 
群 
Ni (HNH)/NI (HINN,) 与 
HNH/ (HNN,) ¥ CHN ND) 
同 构 。 同 法 可 证 
NX (Hs HI)/N,% (HN N) 与 
HN (HNN,) CHMNN) 
同 构 。 | 
现在 我 们 回 到 若 当 -和 茶 德 定理 的 本 文 ， 
定理 2.20( 若 当 - 荷 德 定理 ) ” 设 群 G 有 一 合成 群 列 , 则 G 的 任 
意 两 个 合成 群 列 的 商 群集 之 间 有 一 个 单 满 映 射 ， 使 相对 应 的 商 群 
讨论 ”如果 C 为 有 限 群 ， 则 G 显然 有 合成 群 列 。 如 果 每 一 个 
正规 群 列 蕴 可 细 化 成 合成 群 列 ， 则 本 定理 等 同 于 下 面 的 定理 。 在 
一 般 情形 下 ， 本 定理 此 可 由 下 面 的 定理 导出 。 因 此 我 们 先 证 明 下 
面 的 定理 ， 再 回 过 头 来 讨论 定理 2.20。 
定理 2.21( 许 来 尔 定理 ) 群 G 的 任意 两 个 正规 群 列 此 可 以 细 
化 ， 使 细 化 后 的 两 个 正规 群 列 的 商 群 集 之 间 有 一 个 单 满 映射 ， 而 
相对 应 的 商 群 为 同 构 的 。 
证 明 ” 设 此 两 个 正规 群 列 为 
G=GP> Gr DG OG = {0}, 
G=GPGO LAP wb GP mG = {0), 
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Cj=C_IXCGInG 7，CIr=C_IX(CcnCcD 
(=1,2,%% ,1, 1=1,2,° ,fn), 


则 可 以 排 成 下 列 两 个 矩阵 ; 
Gm Cn- 9 Gno 


Gn ;+m Gn ym—l Ci 
os ooe ose oro eos eee eosors ensees 
Con Go :mil 注 新 Goo 
! 1 
Gn Gt /及 一 °" Gro 


? 7 ?7 
及 Ghisn Gh 1sn-l Cl 
本 
ae eseees sts oot sreso ta sets oon to oe yes eae 
’ 了 7 
Gon Go ;Nl 人 Goo 


请 注意 每 个 矩阵 的 第 一 列 与 最 后 一 列 的 关系 ， 
Gim=GiX (GC) = GX (G10) 
=GixG=G=G% Gn G0) = G0 
及 Gin=Gis10e . 
按照 第 三 同 构 定理 (定理 2.19)， 上 面 两 个 矩阵 的 每 一 行 中 后 面 的 
子 群 是 前 一 个 子 群 的 正规 子 群 ， 即 
Gy Gi CP GY ,iy 
并 且 二 商 群 
CC- 与 G1/G il 
间 构 。 如 果 我 们 把 这 两 个 矩阵 都 一 行 一 行 地 排 成 一 长 列 ， 并 且 把 
相同 子 群 抛 去 ( 即 把 商 群 集中 的 乏 群 执 去 )， 则 分 别 得 出 原来 的 两 
个 正规 群 列 的 细 化 。 而 上 面 已 给 出 了 两 个 商 群集 之 间 的 一 个 单 满 
了 喘 射 ， 使 相应 的 商 群 同 构 。 :| 
讨论 1) 我 们 用 许 来 尔 定理 (定理 2.21) 推 导 若 当 - 荷 德 定 理 
《定理 2.20)， 设 群 E 有 两 个 合成 群 列 ， 则 此 二 合成 群 列 此 是 正规 
群 列 ， 而 且 除 本 身 外 再 无 进一步 的 细 化 。 于 是 按照 许 来 尔 定理 ， 
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此 二 全 点 群 列 的 商 群 集 之 间 有 一 单 满 映射 ， 使 相应 的 高 群 为 同 爸 
的 ， 

2) 一 般 早 之 , 一 个 群 G 并 不 一 定 有 合成 群 列 。 例 如 取 Z 中 的 

任意 的 正规 群 列 
Z=0GP Gr GG,= {0), 
则 在 GG 与 Go 之 间 总 可 以 插入 2G。 

定义 2.19 ”如 果 群 G 除 了 稼 群 及 G 本 身 之 外 ， 没 有 其 它 的 正 
规 子 群 ， 则 称 C 为 单 群 . 

引 理 1 群 G 的 一 正规 群 列 是 合成 群 列 的 充 要 条 件 ， 是 其 商 
群集 为 单 群 的 业 合 。 

证 明 ” 设 此 正规 群 列 为 

G=GaP Gr GDP G= {0), 
出 第 一 同 构 定理 ，Ci+l 与 Ci 之 问 不 能 插入 男 一 正规 子 群 的 充 要 条 
件 是 :rci 除了 名 群 及 其 本 身 外 无 其 它 的 正规 子 群 ， 即 CirvVei 
为 单 群 。 | 

引 理 2 如 果 群 有 一 合成 群 列 ， 则 G 的 任意 正规 群 列 此 可 
细 化 成 合成 群 列 。 

证 明 根据 定理 2.21， 此 一 正规 群 列 可 以 细 化 成 一 个 新 的 正 
规 群 列 ， 使 其 商 群 集 与 已 给 的 合成 群 列 的 商 群 集 之 回 有 一 个 对 应 
关系 。 于 是 此 二 商 群集 都 是 单 群 的 集合 ， 根 据 上 面 的 引 理 1 ， 此 
一 新 的 正规 群 列 是 合成 群 列 。 | 

定义 2,20 ”如 果 一 个 群 G 有 合成 群 列 ， 则 群 C 的 长 度 定义 为 
其 合成 群 列 中 子 群 的 个 数 碱 1 ， 即 其 商 群 集 的 基数 ， 记 为 KG)。 

定义 2,21 如 果 群 G 有 一 个 正规 群 列 ， 共 商人 群集 为 交换 群 
集 ， 则 此 群 称 为 可 解 群 。 : 

关于 可 解 群 ， 我 们 有 下 面 的 定理 。. 

定理 2.22 ” 设 晶 是 群 6 的 正规 子 群 ， 则 6 是 可 解 群 亏 之 上 HH 及 
G/ 忆 都 是 可 解 群 。 

证 明 ” 一。 应 用 定理 2,21， 正 规 群 列 GP> HP> {6} 可 以 细 化 
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成 
QU=CnDPCOC DG = Hw {0}, 

使 其 次 群 冀 为 交换 群 、 根 据 第 一 问 构 定理 ， 不 

(GD GHO/GI /DGG f=n,n-1,m,it+l, 
赦 以 下 二 正规 群 列 

(2) H=GP GD D108}, 

(3) G/H=Ga/HP Gn /HD Gi/H = {8} 
的 商 群 毕 为 这 换 群 ， 即 互 与 G/ 万 均 为 可 解 群 。 

< 和 一 。 若 已 给 定 正规 群 列 (2) 及 (3)， 共 商 群 此 为 交换 群 ， 峙 
立即 得 到 G 的 正规 群 列 
G =GaP Ga PGi= HCG > {ey ， 


根据 (了 ) 式 ， 知 此 正规 群 列 的 商 群 此 为 交换 群 , 即 G 为 可 解 群 。 上 


习 荐 
1。 利用 车 当 - 蓓 德 定理 讨论 Z/nZ 的 合成 群 列 , 并 由 此 导出 
算术 基本 定理 ， 即 整数 分 解 成 素数 乘积 的 存在 性 和 唯一 性 ， 
2. 设 群 G 有 一 正规 循环 子 群 瑟 ， 且 G/HH 是 循环 群 ， 那 么 G 
是 否 必 然 是 循环 群 ? 
3， 找 出 二 面体 群 D, 的 所 有 合成 群 列 (参考 $ 6 习题 9 )。 
找 出 S:,S, 的 所 有 合成 群 列 。 
找 出 三 维 实 容 间 的 所 有 有 限 旋 转 群 的 合成 群 列 。 
设 p ,4 为 素数 。 证 明 p24 阶 群 必 为 可 解 群 , 
设 G 为 825 阶 群 ， 证 明 G 为 可 解 群 。 
证 明 可 解 群 的 任 一 子 群 蕴 为 可 解 群 ， 
证 明 G 为 可 解 群 所 >G 的 合成 三 列 
G=GP Gr DG = {0} 
具有 性 质 ，Gi/Gii 为 素数 阶 循环 群 (Yi= 1,2,…,n)。 
10， 贿 性 3 习题 9 。 今 


OO oo 
. . 站 . . . 
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CG”=(G), G® = CG ,es 
GD = (GD 7) we， 
G0 称 为 G 的 第 1 导 群 。 证 明 
G 是 可 解 群 所 对 某 个 K 宇 1，G ‘= {6)。 


838 对 称 群 9， 


在 8 1 的 例 2 、$ 4 的 例 12 及 例 13 中 ， 我 们 讨论 了 4 个 数字 
的 集合 {1,2,… ,中 的 对 称 群 S,。 与 定理 2.11 相 联系 的 , 我 们 有 如 
下 的 引 理 (参考 定理 2.11 后 的 过 论 )。 

引 理 ] 任何 忠实 地 作用 在 集合 N = {1,2,…,n} 上 的 变换 群 
G 此 可 理解 成 g, 的 子 群 。 详 慎 之 ， 即 有 一 群 单 射 

p: G—5,, 
使 得 
gD) =p(g)0), YgEG, 1€EN,. 

证 明 已 知 9 作 用 在 N 上 是 一 个 单 满 映 射 ， 而 Ss 为 N 到 NN 的 
单 满 映射 的 集合 ， 就 取 此 单 满 映 射 为 p(97。 共 余 读 者 自 证 。 | 

采 设 一 有 限 群 6G 的 阶 为 n， 则 有 一 群 单 射 

p: GS5n, 

即 G 可 以 理解 为 5S, 的 子 群 。 : 

定理 2.23 群 S; 是 由 {(1,2), 《1,3),…,《1,7n)} 生 成 的 。 

证 明 如 果 7=1， 则 Sn 是 么 群 ,由 空 集 生成 。 如 果 n = 2， 显 
然 S, 是 由 {(1,2)} 生 成 的 。 用 数学 归纳 法 ， 设 Sn-1 是 由 {(1,2)， 
《1,3),"…,《1,n 一 1)} 生 成 的 。 合 PESs， 则 有 两 种 可 能 ，P(n) = 
n 或 p(n) =i 半 n。 若 p(n) =n， 即 Pp 不 变动 nn， 则 Pp 可 视 为 {1,2,…， 
7n 一 1} 上 的 变换 ， 也 即 p 可 视 为 S»_1 的 元 素 。 根 据 数学 归纳 法 ，p 
可 由 {1,2) ,01,3), 司 ,C1,7 一 1)} 生 成 。 若 p(n) = im， 兮 

Oo=(1,n) (0,) pn, 

即 p= (1,1) (1,n) Xo. 
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on)=(1,n) (C1, Pn) 

=(1 ,C1,D0) = (1,n)(1) =n, 

页 0 可 由 {《1,2),(1,3),*…(1,n 一 1)} 生 成 ， 于 是 p 可 被 {(1,2)， 
《1,3),…,(1,n)} 生 成 。] 

在 例 12 中 ， 我 们 已 经 证 明了 Inn(5%) 即 S$。。 以 下 我 们 有 关于 
Aut(sa) 的 定理 。 

定理 2.24， 设 n 革 6， 则 有 Aut(Sn) = Inn(S)， 而 

[Aut(se) :Inn(Se) 2. 
《实际 上 ， 上 面 的 不 等 式 是 知 式 , 即 86 有 一 非 内 自 同 构 的 自 间 构 ， 
不 过 其 构造 方法 比较 复杂 ， 所 以 略 去 不 谈 。) 

证 明 ”= 1,2 的 情形 是 很 简单 的 ， 所 以 略 去 。 我 们 以 下 讨论 
?之 3 的 情形 。 为 了 惧 目 清晰 起 见 ， 我 们 分 成 以 下 几 条 ， 

1) 例 oESs，0rb(o) 袁 示 共 罗 类 ， 即 o 在 Inn(5S) 作 用 下 的 
轨道 。 设 TEAut(S,)， 如 XC(0) EO0rb(o1)， 则 把 0rb(c) 的 元 
素 完 全 映射 大 Orb(oc:)。 证 明 如 下 ， 

设 pXo%p"! 为 Orh(o) 中 的 任意 元 素 ， 则 有 

NT(PKROKP Y= Ap KATO) ACpT!) 
=A(pP) Ao KACp) TT, 
即 此 元 素 与 7(0) 共 轿 ， 也 即 在 OrbCoy) 中 。- 

2) 如 一 自 同 构 z 把 Orb(ci) 映 大 0rbCo,)， 则 的 逆 自 同 构 
T 把 0rb(cs) 贞 和 Orb(ci)。7 与 本 1 苷 为 单 射 ， 故 知 Orb(ci) 与 
Orb(c2) 的 基数 相同 。 

3) 易于 看 出 ， 

0 "=6 一 > AX(0)"=6, 
TO) "=6 —> 0"=TTICT(O)) =e。 
于 是 在 同 构 的 作用 下 ， 一 元 素 的 阶 是 不 变 的 。 

考虑 sn 中 二 阶 元 素 的 集合 ， 这 是 Inn(5，) 作 用 下 的 一 个 不 变 
和 集合。 这 个 不 变 集 合 又 是 0rbC6,) 的 并 集 ，56; 的 定义 如 下 ， 
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6; = (1,2)C3,4) (2i— 1,20), 
自然 ， 此 处 i 受 了 21<m 的 限制 (参见 例 12)， 

4) OrbC6;) 的 基数 是 什么 ? 在 i 个 括号 中 排 入 nn 个 数字 {1， 
2，… ,1} 中 的 21 个 ， 关 且 允许 则 一 括号 中 的 两 个 数字 调换 ， 也 对 
许 插 号 互 换 ， 因 而 0rb(6;) 的 基数 为 

nn- 1).(n- 2i+1) 
112! Mu 
于 是 可 知 ， 当 0rb(61》 与 Orb(6,) 的 基数 相同 时 ， 则 有 i=1 或 
n=6，1=3。 根 据 以 上 的 讨论 ， 一 个 自问 构 必然 把 Orb(5) 疾 
入 0rb(6,)， 或 在 n=6 时 ， 把 0rb(51) 觅 入 OrbC66)， 

5) 和 欲 证 如 0: OrbC61)->0rbC6,)， 则 pp 必 为 5, 的 一 个 内 自 疗 
构 。 如 此 ， 则 知 在 ?于 8 时 ，Aat(S) = Tnn(S,) 二 5S,， 

蛇 IE2。 因 为 (1,2)(1,12(1,22》=(2,0， 故 

p(1,2)p(1,1)p(1 ,2) = p(2,1), 
但 0(1,0D 半 0(2,D， 斯 以 PC1,2) 与 p(1, 信 的 罗 道 式 中 必 有 一 其 同 
的 数 ， 兮 此 数 为 1。。 设 另 一 数 寺 1,2， 则 不 难 证 出 p(1,i) 的 轨道 
式 中 也 必 有 此 数 1。。 同 类 可 以 求 出 2。,…,n,。 于 是 有 p(i, 站 = 
《ip ,7op)。 根 据 定理 2.23，{(1,2) ,C1,3》,… ;1,n)} 是 S。 的 生成 
元 集 。 由 此 不 难 证 出 
Pio) Ke RAE, = oe) fo, ), 

参照 例 12， 可 知 p 是 S* 的 一 内 自 同 构 。 

6) 考虑 Se。 下 (9 的 任意 两 人 把 0(60D 隐 入 0 的 
元 素 0,6。 则 有 


p16; Orb(5， ) -om )， 
也 即 p 与 9 属于 Aut(S6) 对 Inn(S6) 的 同一 一 障 集 。 赦 有 
[Aut(Se : Inn(S0)]<2, | 
以 下 的 讨论 ， 和 天 全 论 本 身 有 意义 外， 并 对 城 论 的 惹 罗 巨 理 
论 有 应 用 价值、 
定义 2.22 合 X，X。 ,X。 为 用 个 变数 ， 


101 


f= [I (Xi-X), 


n>2i2>j>1 


设 0 € Si， 0 作用 于 如 下 : 


of= TI Ow -X00)., 
如果 of =f， 则 称 0 为 偶 变换 。 如 果 cj = -了 ， 则 称 0 为 奇 变换 , 
不 难看 出 ，S; 的 一 元 素 5， 如 非 奇 变换 ， 则 必 是 偶 变换 。 并 
奇偶 性 遵守 以 下 的 规则 ， 
( 奇 变换 )%( 奇 变换 ) =( 偶 变换 )， 
(〈 奇 变换 ) 关 ( 偶 变 换 ) =( 奇 变换 )， 
〈 偶 变换 )X( 奇 变换 ) = ( 奇 变换 )， 
| (但 变换 )%( 偶 变换 ) = ( 俱 变 换 )、 
于 是 奇 变换 的 逆 元 未 为 奇 变 换 ， 偶 变换 的 适 元 素 为 偶 变 换 。 我 们 
有 如 下 之 定理 。 
定理 2.25 Ss 的 所 有 偶 变 换 构成 一 子 群 4。， 称 为 交代 性 
[Sn:4rj]=2。An 是 Sn 的 正规 子 群 。 
证 明 eE€An， 所 以 4s 非 空 。 如 Pp 及 0 在 An 中 ， 则 oT! 及 Pp 
071 尼 在 44 中 。 故 4 是 一 子 群 。 
显然 ，(n ~ 1,7) 是 一 奋 变 换 。 例 0 为 任意 奇 变换 , 则 《rn 一 1， 
1) 兴 0 为 一 个 变换 ， 即 在 4 中 。 于 是 CEGCa -1,0) 关 4n， 必得 
[Sn:As]=2。 
合 aE Sn， 则 有 Ts。(An) = QA。 尖 a7! 为 侦 变换 的 集合 、 于 是 
有 Ts.《A4) 己 As。 所 以 4A, 足 正规 子 群 。1 
根据 上 定理 ，S。 中 有 一 正规 群 列 Sn> An 忆 {6}， 而 且 Sa/An 
是 一 单 群 。 欲 将 此 正规 群 列 细 化 成 3。 的 一 合成 群 列 ， 则 不 外 平 
构造 4 的 一 合成 群 列 。 我 们 先 证 一 引 理 。 
引 理 2 ”A 是 形 如 《1,7,K) 的 元 来 生成 的 。 
证 明 4, 与 4 捕 么 群 ，4A3= {6,《1,2,3),《3,2,1)}。 显 然 此 
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引 理 成 立 。 设 "这 4, 共 证 明 与 定理 2.23 的 证 明 很 近似 。 设 ce 4 
则 有 两 种 可 能 
n, 
Ii-n, 
在 第 一 种 情形 ，c 可 以 理解 成 4。: 内 的 元 素 ， 按 照 数学 归纳 法 ， 
0 可 由 形 如 (1,7,K) 的 元 素 黑 次 运算 得 出 。 在 第 二 种 情形 ， 合 
p=(I,i,n 0, ogo=(n,1,))p, 

. 则 有 pln) =n。 于 是 轨 还 成 第 一 种 情形 。 | 

定理 2.26 除 n = 4 外 ，4, 此 单 群 。 

证 明 41,4, 睛 乏 群 ，A， = {e,(1,2,3),(1,3,2)} ,其 阶 数 是 
素数 3 。 因 此 除去 么 群 及 本 身 外 ， 无 任何 子 群 ， 自 然 是 一 单 群 。 

以 下 我 们 假设 9 宇 5。 设 N 为 A 之 一 非 么 群 的 正规 子 群 。 欲 
证 N =4。 按 照 上 面 的 引 理 ， 只 要 证 明 形 如 (7 大 ) 的 元 素 基 在 
入 中 便 足 够 了 。 

今 p 为 N 之 非 么 元 素 中 共 非 么 轨道 式 的 并 集 为 最 小 者 ， 换 首 
之 ，P 变动 的 数字 最 少 。 我 们 首先 证 明 o 的 轨道 式 必 为 (i ,i ,K) 之 

如 果 o 的 非 么 轨道 的 基数 不 同 ， 如 下 式 ; 

D =(al ,am) bi, De 
设 凡 之!， 则 Pp" 不 变动 41,… am， 而 且 非 么 元 。 这 是 不 可 能 的 。 兮 
2 的 非 么 轨道 的 共同 基数 是 中 ， 有 即 
p= (ab ed 
这 有 两 种 可 能 ， 和 之 3 或 由 =2。 在 第 一 种 情形 下 ， 如 即 盖 3 或 有 两 
个 以 上 的 非 么 轨道 ， 则 可 得 出 一 矛盾 如 下 :， 今 
Oo=(41,0.) KPa, 4) 1! = (a,01,03,00) C0) ee, 

则 有 0o 尖 p(41) =41/，0 光 Pp 于 6e。 即 0 光 p 变动 的 数字 更 少 ， 所 以 是 
不 可 能 的 。 于 是 在 第 一 种 情形 下 ，p = (41,4,,43)。 在 第 二 种 情形 
下 ，p 可 以 写成 


o(n)= 


p= (C1,C2a) (3,060) "C211027), 
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又 可 分 为 两 类 来 讨论 ， ?之 3 或 ?=2。 产 7 宇 3， 介 
0o=(01,C2,C3) Xp%(01, Cs,C3) 1 
= (C2,C3) 061,04) C5,C0) (Car -tycar)。 
则 有 o 关 p = (ci,63) 《cs,64)，。 因 此 0%p 变动 的 数字 更 少 ， 所 以 不 
可 能 。 我 们 仅 剩 下 r = 2 需要 孝 虚 了 。 因 为 n 宇 5， 所 以 必 有 一 数字 
.Cs 于 C1,C2,C08104。 倒 
GO = (C1,C2,C06) PEC1,C2,05) ! = (Cs,C5) 08, Cs), 
则 有 op= (ei,cs,c2) .因此 0p 变动 的 数字 更 少 ,所 以 不 可 能 . 
综 上 所 迹 ， 我 们 已 证 得 六 中 有 一 形 如 (i,7 ,有 的 元素, 不妨 
假定 此 元 素 即 (1,2,3)。 取 任意 的 i 于;，i,7 证 1,2,3， 则 有 
(li,2,3) (0,i,)) 1= (1,2,3), 
即 不 动 (1,2,3) 中 之 2 及 3， 可 以 把 1 换 成 i。 同 法 可 把 2 换 成 
7 ， 3 换 成 K。 于 是 N 中 有 所 有 形 如 (7 有 的 元 素 。】 
索 如 ?于 4， 则 S 户 42 户 {6} 是 Sn 的 合成 群 列 ， 
“可 解 群 ” 的 概念 来 自用 根 式 “ 解 ”代数 方程 。 详 情 见 伯 罗 
巨 理论 。 下 面 这 个 定理 是 证 明 五 次 与 更 高 次 方程 式 不 能 用 根 式 求 
解 的 群 论 基石 。 
定理 2.27 如 7 宇 5， 则 5S; 不 是 可 解 群 。 如 ms4， 则 9 是 可 
解 群 。 
证 明 设 ” 兰 5， 不 难看 出 ，s>* 的 正规 群 列 的 长 非 1 即 2， 
其 高 群集 非 {5%} 即 {Sw/A4,A4}。 因 此 只 需 证 明 A 非 安 换 群 便 已 
足够 了 。 显 然 有 
(1,2,3)(2,3,4) = (1,2)(C3,4) 寺 (1,3)(2,4) 
= (2,3,4)(1,2,3).。 
其 次 ，Ss 忆 {6}，5s> As> {6}， 共 商 群 集 此 为 交换 群集 ， 因 
吡 52,3s 为 可 解 群 。 只 余 n = 4 的 情形 了 。 爸 
K={e,C1,2)C3,4) ,C1,3)C2,4), C1,4)C2,3)}, 
则 下 是 在 内 自 同 构 作 用 下 两 个 轨道 的 藉 集 ， 所 以 是 一 个 不 变 子 
集 。 不 难看 出 ， 攻 是 4, 的 正规 子 群 。 于 是 
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,> 人 A> K>{e} 


和 
由 人 计 ， 面具 砍 帮 人 虹 吓 一 交 并 县 让 。 


习 是 


1， 证 田 n 个 交 学 的 任 一 如 澳 在 分 解 成 对 换 ( 凤 (i, 站) 的 乘 
积 时 ， 分 解 济 的 寻 换 的 全 六 的 从 侦 性 与 分 解 无 关 、。 共 证 明 一 个 置 
换 是 奇 置换 当 且 仅 当 它 分 解 册 对 换 的 个 数 是 奇数 。 

2.。 考虑 下 述 的 “ 画 果 肢 ” 的 游戏 ，m 个 人 分 配 z 个 物品 

(食物 、 工 作 等 ) 的 方法 。 在 一 张 纸 上 画 m 条 互相 平行 的 竖 直 
线 ， 再 在 这 些 坚 直线 之 间 画 上 几 条 不 同 高 度 的 连结 横 线 。 在 坚 
线 下 端 分 别 写 好 要 分 配 的 物品 的 名 称 。 将 横 线 部 分 让 盖 住 。 让 每 
个 人 自由 地 选择 上 方 的 线头 ， 打 开 杭 线 的 遗 盖 物 。 每 合 人 都 沿 坚 
“ 线 往 下 走 ， 但 遇 到 横 线 必须 

转向 。 如 此 到 达 的 终点 处 标 

明 的 物品 即 归 该 人 所 有 。 如 

左 图 所 示 ， 粗 线 表示 甲 的 行 

程 ， 所 以 甲 得 物品 三 ， 不 难 

看 出 乙 得 物品 四 ， 丙 得 物品 

一 ， 丁 得 物品 二 。 证 明 ， 

(1) 任何 “和 鬼 脚 ?都 是 
一 一 对 应 。 换 句 话说， 不 可 
能 有 两 个 人 走 到 同一 个 终 


贸 和 和 锦 “点 ， 以 致 发 生 竺 技 ，。 
= 三 四 (2) 任何 一 一 对 应 都 


可 由 “和 鬼 脚 ” 表 出 。 
3。 证 明 A;: 是 5 的 


题 2 图 


了 崔 一 的 指数 为 2 的 子 群 。 
4。 找 出 5 中 所 有 与 5s 同 构 的 子 群 。 
5。 找 出 $57 中 的 一 个 最 大 阶 的 元 沫 。 
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6， 《1,2,3,4,5) 在 Se 中 所 在 的 共 斩 类 的 基数 是 多 少 ? 
7， 证 明 Ss 可 以 由 《1,2) 及 (1,2,… ,7) 生 成 。 
8， 设 有 nn 个 交 字 x,X2 Xn， 又 设 ,Yo0 呈 Yr-y 是 XX1， 
Va ,Xs 的 任 一 排列 ， 证 明 必 存在 o€A,, 使 得 
OCX) = (Vi=1,2," ,7 -2), 
9。 证 明 60 阶 非 交 换 单 群 必 和 4 同 构 。 
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81 域 与 环 
常见 的 实数 一 元 多 项 式 集 RLx] 是 形 如 
Qo + aX + AaXt+ ee t+ anX" 
的 元 素 的 集合 ， 其 中 系数 a; 些 取 自 实 数 集 R。 在 近世 代数 学 中 、 
我 们 研究 类 似 的 元 素 aot+ 41x +42x?+ +arx" 的 集合 ， 而 系数 
4 可 取 自 一 广义 的 “ 域 ? 或 “ 环 ”》。 为 此 ， 我 们 定义 “ 域 ” 与 
4 环卫 如 下 。 
定义 3.1 设 天 为 一 有 两 种 双 项 运算 “+2( 称 为 加 法 ) 及 
“。»》( 称 为 乘法 ) 的 集合 。 如 天 对 “+ ”而 首 ， 是 一 交换 群 ， 共 
乏 元 记 为 0。 售 
K*=K\{0} = {k: KEK, kX0}, 

如 用 对“。?” 而 慎 ， 也 是 一 交换 群 ， 共 么 元 记 为 1 。 又 如 天 对 - 
“+2” 与 4 .2 而 语 ， 潢 足 分 配 律 ， 
ae(b+ce)=aeb+aee, (b+e)ra=beat+cea, 

此 处 ,2，e 是 天 的 任意 三 元 素 ， 则 称 下 是 一 域 。 

讨论 1) 形象 的 说 , 域 是 可 以 进行 通常 的 四 则 运算 的 集合 。 
代数 学 常 通过 对 运算 的 研究 ， 以 求 了 解 集 合 的 数学 人 性质。 因此 ， 
在 代数 学 看 来 ， 域 天 常 有 实数 集 尺 的 许多 数学 人 性质。 

2) 设 关 为 一 域 ， 则 天 及 天 * 蕴 为 群 ， 所 以 此 非 实 集 。 于 是 KK 
必 有 两 个 不 同 的 元 瑟 0 及 1，0 夺 1。 即 的 基数 最 少 为 2，。 

3) 设 基 为 一 域 ，4E 天， 试问 04 =? a*0=? 技 照 分 配 律 ， 
得 出 

0*4=(0+0).4=04+0a, 
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运用 对 加 法 是 一 车 的 性 质 ， 在 上 式 中 两 边 消去 0.4， 得 
0= 0a, 
己 理 可 证 
0=a.0, 
于 是 天 对 乘法 而 首 ， 是 服从 交换 律 的 ， 即 
aecb=bea, Va,b€EK, 

例 1 有理数 集 Q、 实 数 集 只 、 复 数 集 C 此 是 域 ， 整 数 集 2Z 
不 是 域 ， 因 为 Z* 中 ， 除 +1 与 -1 外 ， 此 无 送 元 。 

考虑 Z,。 我 们 可 证 ，2Z ,为 域 的 充 要 条 件 是 1 为 一 素数 。 证 
汶 如 下 ， 

显然 ,对 加 法 而 刘 ,[0], 是 么 元 。(2Z =。 如 7 非 
素数 , 售 ? = 40)0<a<m， 0<5<m。 则 有 [oa].,[bE(Z) .而 

[aJseLb]s = Lab] = Cn] = [0 EC(Z,)", 
获知 2; 不 可 能 对 乘法 成 为 一 群 。 所 以 2, 也 不 可 能 是 一 域 。 

如 1 为 索 数 , 取 《Z，)* 的 任意 元 素 [m]:, 则 有 ?+ 如。 于 是 ， 
n,m 的 最 大 公 因 数 必 为 1 。 按 照 定理 1.2， 有 整数 与 及 bo 使 得 
bm +bsn =1。 取 同 余 式 ， 得 

[bl eCm], = 51:, 
不 难看 出， [1g: 是 (2Z,)* 的 乘法 的 么 元 , 因而 [51]s 是 [mj] 的 邀 
元 。 参 考 定理 1.4， 易 证 在 此 种 情形 下 ， 即 1 为 素数 时 ，Z， 是 一 
域 。 - 

以 上 证 完 1 为 素数 是 Z， 为 域 的 充 要 条 件 。 

值得 注意 的 是 ，Q, 的 基数 是 n。 这 是 一 个 有 限 数 。 凡 域 并 
的 基数 为 有 限 数 时 ， 则 域 天 称 为 一 有 限 域 。 | 

从 以 上 的 讨论 及 例子 中 ， 我 们 看 出 “ 域 ? 是 许多 优良 的 数学 
集合 的 “ 共 名 ”。 然 而 也 有 许多 优 眼 的 数学 集合 ， 如 也 ,2 等 ， 
不 在 此 限 内 。 于 是 我 们 又 有 另 一 较 广 泛 的 “ 共 名 ”， 即 “ 环 ? ， 
其 定义 如 下 。 

定义 3.2 设 R 为 一 有 两 种 双 项 运算 “+”【〔 称 为 加 法 ) 及 
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“。»》( 称 为 乘法 ) 的 集合 。 如 尺 对 “+ ”而 言 ， 是 ~- 实 换 群 ， 民 
对 “。” 而 首 ， 有 么 元 1 并 有 结合 律 ， 即 取 任 意 三 元 素 4,6,0, 有 
ae (bec) = (ab) ee, 

又 如 尽 对 “+? 及 “2 而 车 ， 满 足 分 配 律 ， 
ao(O+C)=a8+ade0y (b +c) a= beat+ ca, 

则 称 尺 是 一 环 。 如 民 是 一 环 ， 并 且 丰 厂 法 会 交换 律 ， 划 称 “ 为 
一 交换 环 。. 

讨论 1D 在 许多 书本 中 ， 并 不 要 求 < 于 中 有 乘法 的 么 元 。 
于 是 这 些 书 中 , 称 有 乘法 的 么 元 的 环 为 有 乏 元 (或 有 单位 ) 的 环 ”. 
实际 上 这 些 书 中 的 绝 大 多 数 的 环 蕴 有 乘法 的 么 元 。“ 有 和 元 的 
环 ” 这 个 名 词 实 嫌 哩 陈 ， 本 书 采 用 另 一 种 命名 法 ， 规 定 凡 环 中 此 
有 乘法 的 么 元 。 如 一 集合 尺 ， 除 了 无 乘法 的 么 元 之 外 ， 有 环 的 其 . 
它 的 特性 ， 则 称 及 为 一 无 勾 元 的 环 。 

2) 如 及 仅 有 一 个 元 素 ， 则 此 元 素 必 为 加 法 的 么 元 0 。 此 环 
及 称 为 零 环 。 

3) 设 R 是 一 交换 环 。 如 二 非 需 元 素 4 ,5b 的 乘积 是 0，- 即 

a0, DO， ab=0, . 

则 称 a,5 为 需 因 子 ， 如 RR 是 基数 大 于 1 的 交换 环 ， 而 且 没 有 零 因 
子 ， 则 称 玉 为 一 整 环 。 

4、\ 设 玉 为 一 非 需 环 。 如 abER， 使 六 aa=a= 1 ， 则 称 - 
b 是 4 的 道 元 ，4 是 的 道 元 ，4 少 是 可 道 元 。 参照 第 二 章 8 1， 
不 难看 出 ， 一 可 逆 元 4 的 逆 元 是 唯一 的 ， 以 a7! 表示 之 。 

5) 环 R 的 子 集 5S 如 果 含 有 玉 的 乘法 么 元 1， 而且 对 尺 的 加 
法 及 乘法 构成 环 ， 则 称 5 是 及 的 子 环 。 

例 2 任意 域 K 此 是 整 环 ， 这 因为 4 夺 0,b 计 0， 则 4,bE K*， 
所 以 4a2EK*， 即 4 二 0。 于 是 ， 有 理 数 集 Q、 实 数 集 只 、 复 
数 集 C 锋 此 是 整 环 。 

不 难看 出 ， 整 数 集 和 是 一 整 环 。 按照 定 理 1.4，2Z 。 是 交换 . 
环 。 更 进一步 说 ， 如 7 非 迷 数 ， 邻 
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n=ab, 0Xa<n, 0<b<n, 
则 有 
falaT0, . [blE0, [CalnLbln = En =0, 

于 是 Zs 不 是 整 环 。 

所 有 偶数 的 集合 2Q = {2m: mE 2} 是 一 “无 乏 元 的 环 ”。 
同 埋 ， 当 ?1 时 ，22 = {nm: mE 2} 也 是 “无 么 元 的 环 ”。 

例 3 有 限 域 一 一 如 人 Zp (Pp 为 素数 ) 等 是 比较 抽象 的 数 
有 系 ， 然 而 也 很 有 应 用 价值 。 我 们 试 取 一 例 ， 一 般 电 码 是 由 0 ,1 
两 数组 成 ， 相 当 于 电源 的 开 、 关 。 一 般 在 收 、 发 电码 时 ， 由 于 干 
扰 及 人 为 错误 等 等 ， 不 竟 产 生 误 码 。 补 救 的 办 法 之 一 是 每 个 电码 
背 连 发 两 次 。 例 如 一 个 四 数 的 电码 

Ql 42 03 04y 

假定 最 多 只 有 一 个 误 码 ， 则 可 以 发 成 


a a ls G2 ds G3 04 049 


此 处 sa,as,a 此 是 0 或 1 。 如 果 此 用 个 数 此 两 两 相等 ， 则 知 
电码 无 误 ， 然 而 如 果 某 处 的 两 数 不 等 ， 则 知 电 码 有 误 ， 但 也 不 能 
知道 原 电 码 宪 费 是 0 还 是 1 。 如 果 杰 进一步 知道 原 电 码 ， 势 必 每 
一 数 藤 连 发 三 次 
Ca A 01 02 02 42 ds ds 03 04 04 Q4。 
此 时 ， 每 一 组 的 三 个 数 ， 如 不 尽 相 同 ， 则 可 认定 0 , 1 中 出 现 两 
次 的 是 原 电 码 。 读 者 立 齐 看 出 ， 这 种 方法 要 增加 两 倍 的 工作 量 .。 
能 不 能 利用 “有 限 域 ” 的 方法 ， 巧 妙 地 减少 工作 量 呢 y 解法 如 
下 . . 
考虑 Za = {[0js,[1]2}。 为 了 简化 写法 起见 ， 今 0=[0]， 
1 =[L1J:。 于 是 
Otl=1+0=1,. 0+0='0, 1+1=0， 
0x1=1x0=0x0=0, 1x1l=1,。 


考虑 
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ZPDLABDL DL DLIDL DL = (22)" 
= {C41,02,03,44,b1,b,,b3): ai,biE 2Z,)}., 
有 些 读者 知道 这 是 “以 Z, 为 数 系 的 七 维 宏 间 ”。 但 是 ， 这 个 概念 
暂时 是 无 关 紧 要 的 ， 所 以 目前 不 懂 也 无 妨 。 


取 下 列 的 第 阵 4 ， 
1 1 1 
1 1 0 
1 0 1 
4=|0 1 1 
1 0 0 
0 1 0 
9 0 1 


以 v= (61,42,48,04,b1,b2,b3) 与 4 相 乘 ， 乘 法 的 定 义 是 一 般 向 量 
与 佐 阵 的 困 法 ， 即 
| . ye A= Cu, Us U3)y 
Ul =Qa1+ ds+as tb,,. 
Us =a1+ ds at bas. 


Us=41+ Qs3+ d+ bs, 


给 定 任意 电码 41,4s,03,44， 求 得 辅助 性 的 b,b,bs， 使 WW =4,= 
as=0， 即 ， 

-加 =Q+a+as 一 = +ad+a -bs=at+ads+a, 
然后 ， 发 出 电码 41 ,64s ,43,4,b1,b2,bs。 收 电码 的 人 ， 将 收 得 的 电 
和 码 v = (1 ,42 03， 44 外 的 5) 与 矩阵 么 相 滋 ， 得 

v/oA= (Cu ,us ,us), 
如 如 =4=24=0， 则 知 电 码 无 误 。 如 有 一 处 错误 ， 则 以 Co， 
42543) 与 矩阵 4 的 各 行 相 由 较 。 相同 者 的 行 数 好 错误 电码 的 序 
数 。 例 如 ， 设 (v1 ,uz2,43) = (1,0,1)， 则 知 as 有 错 。 于 是 将 损 码 
进行 0，1 互 换 ， 即 可 以 改正 其 错误 。 什 么 道理 呢 ? 我 们 假定 , 电 
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码 不 容易 发 生 误 码 ,这 七 个 电码 中 ,最 多 只 有 一 个 谈 码 。 于 是 可 设 
只 在 1 处 电码 与 原 码 不 符 ， 则 有 
v=V+ (C0, ,0,1,0,.,0), 
而 v/。A =veA+ (C0, ,0,1,0,.,0).A 
=0+(0,.,0,1,0,,0)+4 
= 4 的 第 i 行 ， be 
于 是 i 即 电 码 错 误 之 处 ， 
很 容易 推广 上 面 的 办 法 。 可 取 和 4A 是 一 n 列 2" 一 1 行 的 乱 阵 。 
合 册 =2" 一 1-n， 则 可 一 诡 发 出 人 个 电码 oa ,am， 另 取 b1， 
b,,… ,bs 为 辅助 性 的 电码 ,发 出 电码 41 aa "bn。 
利用 上 面 的 数学 关系 ， 收 电码 的 人 不 仅 可 以 发 现 一 个 错误 ， 而 且 
可 以 改正 这 个 错误 。 取 n=4 时 ，m =11。 取 人 =5 时 ，m = 26 等 
等 。 如 电码 相当 精确 ， 只 会 偶而 出 错 ， 那 么 这 个 方法 可 以 节省 大 
量 的 人 力 物 力 。 
读者 应 试行 写 出 n=4，m = 11 时 的 第 阵 4 及 完成 其 讨论 。 


习 ” 题 


1， 在 又 体 nxn 实 盾 阵 所 成 的 集合 FL(n,R) 中 ， 定 义 共 加 
法 与 乘法 为 普通 年 阵 的 加 法 与 乘法 ， 证 明 它 是 一 个 环 ， 这 个 环 不 


是 交换 环 。 > “ ; 
2. 续 上 题 。 证 明 环 FL, 有 只) 中 有 雳 因子 ， 即 4 二 0,B 二 0， 
但 4B=0, - | 


3. 闭 区 间 [0,1] 上 企 体 实 连续 画 数 所 成 的 集合 关于 普通 画 
数 加 法 、 乘 法 组 成 一 环 ， 证 明 这 个 环 有 和 需 因子 。 
4。 设 及 是 一 个 非 效 换 环 ，a,pE R。 如 果 1-ab 是 及 的 可 
逆 元 素 ， 试 证 明 1- ba 也 是 R 的 可 逆 元 来。 
”5 设 a ,5b 是 环 R 的 两 个 元 素 ，4,5,ab -1 都 可 逆 ， 试 证 明 
a-5!1 和 (a 一 b-!)-!-a-! 也 可 逆 ， 且 
[lab a)!1=aba-a, 
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6.. 还 肯 砚 环 的 定义 中 ， 加 法 的 交换 律 可 由 共 它 公理 推导 
捍 。 
7 。 证 明 集 合 


Q(T) = {fae+ba[2+cs4: a,b,ceQ)} 
关于 实数 的 加 法 、 乘法 组 成 一 个 域 ， 在 此 域 中 ， 试 求 出 -2+ 
/2 + 33/4 的 逆 元 素 。 
8。 证 明 集 合 


ee 


关于 征 阵 加 法 与 乘法 组 成 一 个 域 。 
9。 贿 看 例 3， 写 出 nn =4,n =11 时 的 矩阵 A， 设 一 个 电码 
的 错误 的 或 然 素 是 十 万 分 之 一 ， 讨论 此 时 电码 错误 的 或 然 率 ， 
10.。 域 的 特征 。 设 是 域 ， 1 是 无 的 乘法 么 元 。 如 果 
-一 汉人 
1+1+…+1=0， 
而 少 于 2 个 1 相 加 永 不 为 零 ， 我 们 定义 下 的 特征 为 。 如 没有 这 
样 的 4 存在， 我 们 定义 的 特征 为 堆 。 证 明 ， 如 大 的 特征 不 为 芍 
时 ， 它 必 为 一 到 数 。 
1， 设 域 不 的 特征 ?村 0， 那 么 任 取 “bc tf， 我 们 恒 有 
(a+b)?*=at+b?, 
12。 今 Ri(i€ 了 ) 是 环 ， 我 们 定义 着 和 (direct sum) 
鲜 R;= {Cw ,fi,…): TiE Ri， 只 有 有 限 个 7 不 为 圭 }， 


主公 下 
式 元 来 的 加 法 义 如 下 
Cr 
Co i;° “Co Si Co, TS4,""), 
证 明 此 时 兮 Ri 成 一 环 , 当 指标 集 的 基数 之 2 时 ,这 个 环 不 是 整 


13。 今 RiGE DT) 是 环 ， 我 们 定义 直 积 (direet product) 


Tle: = {Ce si) ri€ Ri)， 
1ef 


共 加 法 、 乘 法 的 定义 与 题 12 同 。， 证 明了 Ri 是 一 个 环 。 
{ei 


14. 群 环 (group ring) ， 设 及 是 环 ，C 是 群 。 今 
RLIG] = {B31rigi: rE R，giEG, 其 中 只 有 限 个 7 不 为 0}。 
定义 
Brigit D891 = ri + S194 


(Zr 儿 Zsyg ) = | 2 ri8]} )o9w. 


ej 


证 明 上 面 的 定义 是 良好 的 ， 它 使 RELG] 成 为 一 个 环 。 


§2 多 项 式 环 及 比 域 


我 们 首先 把 实数 一 元 多 项 式 推广 到 系数 取 自 一 环 有 的 一 元 多 
项 式 。 

定义 3.3 设 尺 为 一 环 ，x 为 一 变数 。 系 数 取 自 环 尺 的 一 元 
多 项 式 环 R[x]， 即 是 集合 


(De i 为 非 负 整 数 ,a1 ER f 


《x? 定义 为 1 )， 且 有 如 下 定义 的 加 法 及 乘法 ， 


1) Dyaix: + Dbjx! = Dakp + bp) 


» (Be) (Bo) BD) 
讨论 1) 不 难看 出 R[x] 是 一 环 ， 共 加 法 的 么 元 是 R 的 加 法 
乏 元 0， 具 乘法 乏 元 是 R 的 乘法 么 元 1 。 
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2) R[x] 也 称 为 环 R 的 一 元 多 项 式 环 ， 如 果 变 数 *x 在 讨论 中 
有 特殊 的 意义 时 ， 则 可 称 R[x] 为 环 R 的 以 x 为 变数 的 一 元 多 项 
式 环 。 相 对 于 一 元 多 项 式 环 R[Lx]J 而 冒 ，RR 可 称 为 站 常 数 环 . 

3) 如 果 民 为 交换 环 ， 则 REx] 也 为 交换 环 ，1 

整 系数 一 元 多 项 式 及 有 理 系 数 一 元 多 项 式 的 起 源 很 古 。 在 十 
中 国 、 巴 比 伦 、 埃 及 、 希 腊 的 数学 中 ， 蔡 有 -次 及 二 次 多 项 式 的 ， 
讨论 。 多 项 式 环 是 代数 学 的 基石 之 一 ， 我 们 且 举 一 些 实例 。 

例 4 ”整数 一 元 多 项 式 环 Z[x], 有 理 数 一 元 多 项 式 环 Q[x]， 
实数 一 元 多 项 式 环 R[x]， 复 数 一 元 多 项 式 环 CLx]， 及 Zo 名 
贸 。 - 
如 取 R= QEa， 则 定义 QREyJ。 此 处 * ,5 为 机 个 
不 相关 的 变数 。 于 是 


QEx, 归 ={ 如 (如 er’ )y': 1 取 有 限 个 非 负 占 数 ， 
aij€ 9| 


-| Dey: 1 取 有 限 个 非 颁 下 整数 ， ave Ql, 


即 为 有 理 数 的 二 元 多 项 式 环 。 同 理 ， 任 取 一 环 及 及 不 相关 的 ”个 
变数 x1,x2,… ,Xn， 则 可 定义 
有 [xiyxa ,Xn l= CCREX CX) ) Lx], 

即 环 RR 的 7 元 多 项 式 环 。 

从 以 上 的 讨论 我 们 知道 ， 如 全 R= Q[xi,x2,*… ,xn-1]， 则 

QLx1, x2 ,Xn] = REXn], 

换言之 ， 7 元 多 项 式 环 可 以 当成 一 元 多 项 式 环 来 洪 虚 。 于 是 茶 些 
一 元 多 项 式 环 的 数学 特性 是 7 元 多 项 式 环 共 有 的 。 如此， 讨论 
R[xn] 时 ， 已 委 及 了 QL[x1,x2,… ,Xnj。 这 是 数学 的 “以 简 驭 繁 ? 
的 妙用 。 

例 5 取 一 变数 x。 爹 u=x-1， 则 不 难看 出 ，R[x] = 
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.RR[uI。 变 数 x 及 4 的 区 别 ， 是 两 者 的 原点 不 同 。 如 取 x 为 实数 
:四 R 的 际 准 举 标 ， 则 x 的 原点 自然 是 9 。 而 相对 于 此 一 标 激 坐 
: 标 而 盲 ， 2 的 原点 是 4=0， 划 x= 1。 

取 二 不 相关 的 变数 x ,y， 今 

U=xX, V=Yy+X?, 
则 不 难看 出 REx,y] = RLu,J。 合 XxX ,J 为 实数 平面 的 标准 坐标 ， 
则 x=a 与 了 = 上 给 出 平面 上 一 些 坚 直 的 与 水 平 的 总 线 。 相 对 于 此 
一 标准 坐标 而 民 ， 4 ,给 出 另 一 坐标 系 。 此 一 新 坐标 系 即 由 下 
列 的 网 格 组 成 
- u=a 与 y=b, 

- 即 x=a 与 x*+y=b, 
如 此 得 出 的 坐标 线 是 一 些 竖 让 线 与 一 些 抛物 线 。 

总 而 首 之 ， 给 定 一 实数 7 元 多 项 式 环 A4A， 相 当 于 给 定 一 个 7 
: 维 实数 空间 R'"。 和 如 给 定 A=RExi,xo,… ,Xnj， 则 给 定 R" 的 原 
点 及 一 坐标 系 。 如 给 定 

A= RIX, Xa, , Xn) = REu, Us, ,nl 

则 给 定 如 ' 中 的 两 个 原点 ， 两 个 坐标 深 ， (xxaxzn) 及 《ab 
au) 以 及 其 间 的 关系 。 | 

研究 多 项 式 环 的 要 点 是 ，1) 研究 此 环 的 代数 构造 2) 研究 
一 组 多 项 式 的 公 解 ， 由 此 得 出 代数 数论 及 几何 学 ，3》 研究 此 环 
的 代数 构造 与 一 组 多 项 式 的 公 解 之 闻 的 数学 联系 。 近 世 关于 3) 
的 广 究 ， 成 果 很 丰盛 ， 大 放 蜡 彩 ， 几 乎 融合 代数 、 几 何 、 代 数 数 
论 、 黎 曼 曲 面 等 等 于 一 炉 而 共 治 妖 ， 

在 此 章 中 ， 我 们 将 初步 地 太 究 1)， 即 多 项 式 环 的 代数 构 筷 ， 
及 附带 地 研究 2) 。 


取 一 环卫 及 一 元 多 项 式 环 R[x]。 倒 f(x) = 21oix4E R[x]. 
则 /Cx) 有 一 次 数 deg f(x) 及 其 在 原点 的 阶 数 ordsf(x)。 详 车 之 ， 
期 如 下 之 定义 。 
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定义 3.4 设 R 为 一 环 ，R[x] 为 一 元 多 项 式 环 ， 
f(x) = >) aix' € REX], 
如 f(x) 夺 0， 则 
deg /CD = maxd i: 1 = Daix', 二 中 


ordsf (x) =min i: f(x) = Da ,ait0l, 


如 f(x) =0， 则 定义 deg0= -co，ordz0= co， 
讨论 1) 如 命 W=x+4a， 则 REu] = R[x]，deguf = degzf > 
但 常常 可 能 ord, f=Fordcy 。 
2) 在 多 元 多 项 式 环 中 ， 也 可 定义 “次 数 ”， 然 而 此 时 次 数 
与 变数 有 关 。 例 如 在 R[x, 妇 中 ， 可 以 定义 degz,y。 我 们 试看 俩 
5 ， 
1 = xy， v= YX Rix,y] = Riu,v], 
而 degzy! = 2 所 1= degu,v), 
定理 5,1 如 R 为 一 整 环 ， 则 次 数 deg 及 阶 数 ord 有 如 下 之 . 
性 质 : 
DD 下 AGODE REx1， 如 (XY) 夺 0， 则 
deg f (x) 220, ord rf (x)>0, 
如 fCx) =0， 则 
deg f(x) = -co， ordyf (x) = co。 
2) 了 到了 CX),9(x)C Rix1。 则 在 
deg(f (x) .g(x)) = degf (x) + degy(x), 
ords Cf (x)"g(x)) = ordyf (Xx) + ord>g(7x), 
3) 取 f 了 Cx),9Cx)E€ R[x]。 则 有 
deg(f (Xx) + g(x)) Smax(deg f(x), deg 9(X)), 
ords(/ (x) + 9(x))>minCordysf (xX) ,ordrg(X)). 
证 明 ”此 三 点 此 莅 易 证 ， 故 征明 从 赂 。1 
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此 定理 与 定理 1.18 有 关 。 为 了 毅 明 这 个 关系 ， 我 们 中 人 如 下 
的 定义 。 
定义 3.5 ” 设 $ 为 一 交换 环 。 一 上 映射/ 3->R 如 迁 合 下 列 条 件 
时 ， 则 称 / 为 一 赋值 ; 
1) 到 aE€S， 则 有 v(4) 守 0， 且 sv(4)= 0 二 >4=0， 
2) 取 a,bES， 则 有 vaeb) =v(a)v(b); 
3) 取 a,b€ES, 则 vla+b) 才 max(v(a),v(b)), 
应 用 赋值 的 恬 念 ， 定 理 3.1 可 重 写 如 下 ， 
定理 3,1* ”如 AR 为 一 整 那 ， 设 1(x) ER[x]， 命 
Us) = 2 ,em1(f Cx)) = 2 ts), 
则 vz, 与 -1 此 是 赋值 。 
证 明 读者 自 证 ，| 
定理 3.2 ”如 S 为 一 非 雳 环 的 交换 环 ， 且 S 中 有 一 赋 值 ， 则 人 S 
证 明 ” 设 a,bCS，a 六 0，b 夺 0 。 则 根据 定义 3,5， 
v(a) 六 0， 0) 二 0， 
于 是 v(aeb)=v(a)v(b) 夺 0， 故 ab 计 0。|] 
采 ”如 R 为 一 整 环 ， 则 R[x ,Xs,… ,Xx,] 也 为 整 环 。 
就 像 自 整数 环 Z 构 造 有 理 数 域 Q 一 样 ， 从 任意 丈 环 S 也 可 以 肝 
同样 的 方法 建造 --“ 比 域 ”， 其 定义 如 下 。 | 
定义 3.6 设 5 为 一 整 环 ,分 


a 
人 =] :ap6S， 续 0， 如 ad= 久 4 二 0， 


a CC 
则 方 = 本 (1 


天 称 为 S 的 比 域 (或 分 式 域 )。 在 比 域 K 中 ， 定 义 加 法 “+ ”及 乘 
法 “.” 如 上 


a 人 as 
bd bb, 


NS 


这 论 1) 不 难看 出 ， 比 域 是 一 域 。 此 域 K 的 加 法 的 乏 元 是 
0/1， 乘 法 的 么 元 是 1/1。 一 般 诈 之 ,如 = 1，a/5 常 写成 4 这样， 
虽 比 域 开 的 加 法 的 么 元 是 0 ， 乘 法 的 么 元 是 1 。 如 a= 0 ， 则 


a _ 0 
5=5=0. 


如 于 0 ， 则 a/! 的 乘法 逆 元 素 是 b/a。 
2) 比 域外 又 可 以 比较 严 遵 地 定义 如 下 ， 取 集合 S 的 直 积 
SxS={(a,0): a,bES}., 
于 共 中 取 一 子 集 T， 
T={(a,b): a,bES, b0}), 


在 子 集 T 中 定义 一 等 价 关系 “~” 如 下 (参考 定义 1.4*) ， 
(a,b) ~ (c,d4) 志 > ard=bee, 


读 洛 自 证 ~ 确 为 一 锋 价 关系 。 子 集 T 对 ~ 取 商 集 ， 则 得 比 域 K。 

例 6 有 理 数 域 Q 是 整数 环 Z 的 比 域 .实数 一 元 多 项 式 环 R[x] 
的 比 域 是 实数 一 元 有 理 丁 数 域 尺 (xz)7。 一 般 衣 之 ， 设 天 为 域 ， 则 
天 [和 的 比 域 是 以 有 为 和 数 域 的 一 元 有 理 本 数 域 ， 通 常 以 及 (xz) 玫 
示 之 。 上 [Xi,Xz,*… ,xX,j 的 比 域 是 以 K 为 柔 数 域 的 1 元 有 理 画 数 域 ， 
通常 以 KCxi,Xs,… ,xX,) 表 示 之 。| 

有 理 责 数 域 K(X1 ,x2,… ,x,) 是 馈 有 意义 的 数学 集合 。 我 们 取 
一 简单 的 例子 R(x) 来 研究 分 
/ (x) 
g(x) 
此 处 fxz) ,g(x) CE REx]。 如 果 x=a 时 ，g(0) 寺 0， 则 h(a》 EB， 
即 x= a 在 h(x) 的 “定义 域 ” 内 。 所 以 给 定 h(x) 后 ， 我 们 有 ACxz) 
物 定 义 域 。 可 是 CX) 中 的 所 有 有 理 丽 数 并 无 公有 的 定义 域 。 进 
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h(x) = € R(x), 


一 步 凋 之 ， 任 取 一 点 x= e， 则 二 二 不 能 定义 在 点 x = ae 上 。 然 而 任 
取 有 限 多 个 有 理 画 数 岂 (xz) ,haCx)，… ,ha (x)， 则 有 一 公有 的 定义 
域 ， 即 h(x) ,各 (9 ia(D 的 定义 域 的 交集 。 这 个 现象 是 较 复 
杂 的 ， 然 而 也 因此 使 R(X) 的 内 容 更 为 丰富 ， 为 了 处 理 这 个 定义 
域 的 问题 ， 我 们 引入 以 下 的 “局 部 化 环 ” 的 概念， 

定义 3.7 设 5 为 一 整 环 。 

1) 5 的 一 非 空子 集 D， 如 果 适 合 下 列 两 个 条 件 ， 则 称 为 一 分 
鼠 肥 (a) 0 ED (b) di,d,€D=—=>di*d, ED, 

2》 设 D 为 一 分 母系 ， 则 S 对 的 局 鄙 化 环 So 定义 为 S 的 比 域 
K 中 可 以 家 为 s/4 (此 处 sES，d ED) 的 元 业 的 集合 

讨论 1) 不 难看 出 So 是 一 整 环 . 

2) 在 REx] 中， 合 DD= (fC): fC0) 太 0)， 则 DD 是 一 个 分 丝 
系 ， 而 


Ri x), = | :900 0 |. 


此 即 定义 在 原点 x = 0 及 其 附近 的 有 理 画 数 的 集合 ， 如 果 我 们 仅 
考虑 原点 及 其 附近 的 “局 部 ”， 则 此 环 包含 了 所 有 有 意义 的 有 理 
画 数 。 启 使 在 此 局 部 化 环 肉 ， 各 有 理 画 数 的 定义 域 也 仅 有 一 个 公 
共 点 ， 即 <= 0 。 于 是 ， 画 数 的 定义 域 仍 随 画 数 而 变 。 

3) 在 中 ， 兮 口 = {2": z 为 固定 非 零 整数 ，n 为 正 整 数 }， 则 


Z, = 次 : 7 为 正 整 数 ， mEz|. 


4) 如 果 s 大 一 整 环 ， 也 可 以 讨 诊 局 部 化 环 So。 此 局 部 化 环 
So 古 很 有 趣味 的 ， 与 几何 学 站 有 关系 ， 此 种 讨论 将 留 到 以 后 的 
“ 环 论 ” 中 进行 ， 和 目前 我 们 仅 限 于 5S 是 整 环 的 清 形 。 

5) 设 3 为 一 整 环 ，D = S\{0}, 即 DD 为 所 有 非 肛 元 米 的 集合 。 
则 Sb 即 是 5 的 雍 域 。 如 果 5S 为 任意 交换 环 时 ， 在 以 后 的 “ 环 论 ” 
中 ， 我 们 将 把 比 域 的 概念 引伸 为 “ 比 环 > 。 
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: 习 题 


1. 证 明 Z6[x] 不 是 整 环 。 
2. 试 在 Zs[x] 内 定义 一 赋值 v。 今 
f(x) =x5— 2x3+1, 
试 求 -g(x) EZox]， 使 
v(f - 9) <10, 

3， 在 环 Z 内 给 定 下 列 分 母系 : 

(1) D={1,-—1)}; 

(2) D= {2k: KEZ, kT0}; 

(3) D={2k+1: KEZ}. 
试 求 Zo。 

4.， 在 环 Z[ 让 内 ， 令 (0) =(-2+i) ， 而 D= ZIi]N\Co。 证 
棚 D 是 一 个 分 母系 ， 并 问 Z[io 的 元 素 是 什么 ? 

5 今 


R =| Dai: ol ER rr = 2， tomy 为 非 仙 整数] 


证 明 怀 关于 普通 代数 式 的 加 法 、 乘 法 组 成 一 个 整 环 ， 
6. 给 定 域 的 两 个 非 需 二 元 多 项 式 
~ fx) = a0CX)Y" + a XY 1+ +a, (Cx), 
gx,Y) = bX Y" + XI YT + + bX), 
其 中 ca (x),b; (x) Ek[xj]j。 又 设 ~ 
f (X,Y GX Y) = CX Yt" HONXI Yt +t + Ona (x), 
证 明 - 


max {degai(x)}< max {degei(x)}, 
Ocicn Okcm+n 


7。 例 Kk=Z/52Z 为 一 有 限 域 ， 试 在 XK[x] 内 找 出 两 个 五 不 租 同 
灼 多 项 式 1(x) ,g(x)， 使 对 k 中 任意 元 素 4:， 都 有 
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1 fC4) = g(a), 
8 形式 算 级 数 环 (formal power series ring)., 设 R 是 环 ,，. 
我 们 定义 尺 上 的 形式 蜂 级 数 环 


+™ 


RE = DD ar': oCR), 
其 加 法 与 乘法 定义 如 下 ， 
(Des) + (Bo: x')= Dl + bo), 
(3 DB( DR) 
证 明 RE[x]] 是 一 环 ， 
9， 续 上 题 。 任 取 /(x) = asx' ERI[x]]， 定 义 1(*》 的 阶 - 
ordf (x) 如 下 ， 


QrdCf(x)) =minft ais0 }。 
证 明 当 了 是 整 环 时 ， 我 们 恒 有 
ordCf (x)9(x)) =0rd (fx)) + ord( gx)), 
大 由 此 证 明 ， 有 是 整 环 < 六 RFTEx]] 是 整 环 ， 
10， 利用 


T -yy T+ + 十 十 


的 全 等 式 证 明 ， 当 RR 是 整 环 时 ，f(x) = 2 x* 是 RELX]] 的 可 第 - 
元 气 信 4o 是 R 的 可 省 元 ， 
11。 利用 题 10 征明， 当 R 是 域 时 ， 
. f(x) 是 可 淫 元 孝 访 ord(f(x))= 0。 
12， 当 尽 旦 域 全 ， 证 明 RLI[x]] 的 出 域 是 形式 正 生 琴 放 成 


RO ={ Davi: mE Z,0, ER!, 


[i 


~ 一 
[N=] 
+ 


13. 设 p 是 一 个 素数 . 证 明 忆 ={p":n=0,1,2,…)} 是 Z 的 
一 个 分 母系 。 更 进一步 ， 正四 ，o/“ 的 每 一 个 加 法 办 子 寻 部 是 有 
限 群 ， 而 Zo7Z 自身 不 是 有 限 群 。 . 


$3 3 多项式 环 的 唯一 分 解 定理 


今天 为 域 〈( 不 妨 设 想 下 = Q,R,C). 钦 证 7 元 多 项 式 环 K[x， 
Xs ， …,xs] 中 有 唯一 分 解 定 理 。 用 数学 学 归纳 法 ， 设 已 知 S= K[x,, 
X2, ,Xn-1j 中 有 了 叭 一 分 解 定理 , 则 仅 需 证 SLx,] 中 有 唯一 分 解 定 
理 便 可 。 本 节 将 循 此 线索 进行 。 读 者 请 参考 第 一 章 8 2 及 8 5，。 

定义 53.8 ” 设 S 为 一 整 环 。S 的 元 素 a, 有 ,7， 如 适合 a = By， 则 
称 % 为 8 的 供 元 ， 有 为 a 的 因 元 ， 用 pa 表示 不 之 。 如 bla ,Pla,,. 
Bla, » 则 称 6 为 al ,as，,， “or ,的 公 因 元 。 

定义 3.9 设 S 为 一 整 环 ， 为 8 的 _ 非 基 间 可 间 的 元 来 如 
Q=hy 时 ， 必 有 有,y 之 一 为 可 逆 元 素 , 则 称 a 为 一 不 可 分 解 元 (或 

不 可 约 元 )。 设 ol ,as 为 Ss 的 任意 二 元 素 ， 如 存在 6 ,ES， 使 0 = 

6202, 02 三 6101, 则 称 0) ,02 为 相 但 的 元 者 ， 以 Ql ~ Co 表示 之 。 

讨论 DD 设 o ~ oa。 如 ci = 0， 则 显然 有 as = 0 。 与 1 相伴 
的 元 素 ， 显 然 是 所 有 的 可 邀 元 。 设 ai 所 0 ，w 习 oa， 则 有 

al = 6.0, = 0,0101 

移 项 后 得 a1.(1 6261) = 0 。 因 3 为 整 环 ， 且 ww 于 0 ， 因 此 1 - 525， 
= 0， 即 5:5, = 1， 于 是 提 ,6 必 此 为 可 化 元 ， 

2)7“ 相 促 ? 显然 是 一 等 价 关 系 。 于 是 8 被 相 促 关系 ~ 划分 成 
一 些 等 价 子 集 。 

3) 设 ~ oz， 如 a 是 可 分 解 元 ， 即 存 你 8,yYES， 使 

=By, 
而 8, 此 非 可 逆 元 。 则 os = bo = (6.6)7， 其 中 ?7 自然 不 是 可 复元 ， 
且 0.6 也 必 非 可 道 元 。 为 什么 呢 ? 如 果 是 66 的 道 元 ， 则 有 
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1 =e(6.8) = (C86,)86, 
即 e0 是 6 的 逆 元 ， 与 5 非 可 逆 元 矛盾 。 故 知 5,6 非 可 逆 元 ， 综 上 所 
述 ， 在 相 件 的 元 素 中 ， 如 有 一 元 素 可 分 解 ， 则 其 余 元 素 也 上 蕴 可 分 
解 。 换 章 之 ， 与 不 可 分 解 元 相伴 的 元 素 必 是 不 可 分 解 元 
4) 设 》 为 一 整 环 ， 则 其 所 有 可 逆 元 的 集合 对 乘法 而 首 是 --… 
交换 群 。 可 逆 元 的 概念 适用 于 一 般 的 非 雳 环 ， 交 换 环 的 可 递 元 的 
集合 也 是 一 乘法 交换 群 。 
5》 设 3 为 一 整 环 ， 又 设 一 元 多 项 式 a€ S[x] 为 一 可 溢 元 ， 则 
有 BES[x]， 使 4h = 1 。 考 虑 此 式 的 次 数 deg， 得 
deg(a.P)=degat+ deg6=degl= 0. 
于 是 dega = 0 =degp， 即 0,6ES。 所 以 SFz] 中 的 可 逆 元 此 是 5 
中 的 可 北 元 ， 如 取 
S = KLXi, Xa, ,X,-1], 
此 处 下 是 域 ， 则 知 基 [x ,xs，… ,Xx,-1,x,] 中 的 可 和 迹 元 的 集合 是 
K* = K\{0). 


定义 5.10 设 5 为 一 整 环 ， 如 取 任意 非 震 元 来 CS， 恒 有 

D 2=6 TT 此 处 8 为 一 可 递 元 ，mi(Gi = 1,2，w， 四 为 
正 整 数 ，pl,pa，…,P, 为 两 两 不 相 伸 的 不 可 分 解 元 ， 

» 如 as 了 IT = :Jo 此 处 5,8 为 可 第 元 ，m， 


2 为 正 整 数 ， P1,"" ,Pp, 是 两 两 不 相 促 的 不 可 分 解 元 ， 4q1,…,91 是 
两 两 不 相伴 的 不 可 分 解 元 ， 则 n = 1， 且 经 过 重新 把 91,… ,91 编 号 
后 ， 必 有 
pi~ qr, mi=us, Vi=1,2,,n, 
那 么 ， 称 ”为 唯一 分 解 的 整 环 。 
讨论 1) 任意 域 K 中 非 霍 元 类 若 是 可 淫 元 ， 改 无 不 可 分 解 
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元 存在 ， 于 是 域外 是 唯一 分 解 的 整 环 。 

2) 和 欲 证 -- 整 环 ? 中 有 唯一 分 解 定理 ， 即 证 此 整 环 $ 是 唯 一 分 
解 的 整 环 。 

3) 根据 第 - 章 的 8$ 2 及 8 5， 我 们 已 知 Z 及 Z[ 让 是 唯一 分 
解 的 整 处 。 

4) 有 许多 整 环 大 非 唯一 分 解 的 整 环 。 我 们 试 取 一 例 ， 倒 


S= Re = aix ERLx]: ai=0 |. 


话 读 将 注 写 xEs， 不 难看 出 空 , 呈 是 8 的 不 相 伸 的 不 可 分 解 元 ， 而 
xX6 = (X2)3 = CX3)2, 


-所 以 并 非 哈 一 分 解 的 整 环 。 
定义 3.11 设 > 为 一 整 环 ，d,oi,oz,…，,a, 为 其 元 素 。 如 有 
1) dl@, dlos, », dlo,; 
2) Mdilo, diio;, 人 di,|&, 时 ， 必 有 di|d， 
则 称 4 是 1,02,…,0, 的 -- 个 最 大 公 因 元 。 用 符号 G.C.D(a, ,ay， 
…,a) 表 示 o ,ca,… ,0; 的 最 大 公 因 元 的 集合 . 
讨论 1 如 果 d 是 01,02,… ,0; 的 一 个 最 大 公 因 元 ， 则 另 -… 元 


素 4' 也 是 ci,az,…,a 的 “个 最 大 公 因 元 的 充 要 条 件 是 dd 
2) 如 果 5 并 非 瞧 一 分 解 整 环 ， 则 8 的 一 组 元 素 关 不 一 定 有 
最 大 公 因 元 。 例 如 在 上 面 的 讨论 们 中 ，S = R[x?,x?]， 取 x5,xs 
ES， 则 其 公 因 元 是 x?,x3? 及 与 其 相 但 的 元 素 ， 其 中 并 无 一 元 崇 是 
斯 有 公 因 元 的 倍 元 ， 即 无 最 大 公 因 元 。 1 
定理 5.5 ” 设 S 为 险 一 分 解 的 整 环 ，ci,as ,4, ES。 则 存在 
ay oa wa 的 最 大 公 因 元 d， 即 存在 dEG.C.D(a ,as 0。)。 
证 明 先 证 4=2 的 情形 。 取 ci, 的 分 解 式 


"=I rMIF), 
， 六 


0a = (IT "7 )(IT Vj! ). 


经 过 重新 编号 以 及 相 促 的 不 可 分 解 元 替换 以 后 ， 人 不妨 修 演 ， 
1) pi,uy ,Vj 此 是 不 相 件 的 不 可 分 解 元 ; 
2) n>0， mi> 0， 


全 a; =min(n,,m,;), d= [lei'. 


则 不 难看 出 4 是 0 ,as 的 一 个 最 大 公 因 无。 

如 7n 守 2， 我 们 可 以 仿照 上 面 的 方法 当 出 04,9020";95 的 分 解 
式 ， 从 而 查 接 写 出 它们 的 一 个 最 大 公 因 元 。 我 们 也 可 以 用 数学 归 
纳 法 ， 采取 的 步 难 如 下 : 兮 为 1,02,w… ,0,- 1 的 最 大 公 因 元 ， 则 
有 与 a, 的 一 个 最 大 公 因 元 4， 必 是 01,82,… ,4， 的 一 个 最 大 公 因 
元 | 

定义 3,12 设 $ 为 一 整 环 ，c 为 8 的 一 非 雾 非 可 逆 的 元 素 。 如 
alpy 时 ， 必 有 ol18 或 alY， 则 称 0 为 一 素 元 . 

就 像 在 第 一 章 8 2 与 $ 5 的 情形 一 样 ， 要 证 明 S[xJ 一 一 3 是 
唯一 分 解 的 整 环 是 险 一 分 解 的 整 环 ， 我 们 需 机 证 明 在 [zx] 
中 ， 不 可 分 解 元 与 素 元 是 一 物 的 二 名 。 为 此 目的 ， 我 们 先 作 一 些 
淮 备 工作 ， 

定理 53.4” 设 $ 为 唯一 分 解 的 整 环 ， 则 4 是 不 可 分 解 元 亏 之 9 丰 
洪 元 。 友 之， 如 在 一 整 丈 S 中 ， 和 伍 一 元 素 此 可 分 解 为 不 可 分 解 元 
的 乘积 ， 而 且 不 可 分 解 元 与 烷 元 是 一 物 的 二 名 ， 则 3 是 孜 一 分 解 
的 整 环 。 

证 明 ” 设 5 为 唯一 分 解 的 整 环 如 4 是 不 可 分 解 元 , 且 有 
alBy， 邮 04 = By， 取 此 式 的 分 解 式 ， 


a’” =5‘(II u) { ), 
B=e(ll pi ) 
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aa) 
aa =5c[T 站 (II pi )II4 
i i 下 


则 知 o 必 与 p， 或 9; 之 一 相 件 ， 于 是 必 为 有 或 ?的 因 元 ， 所 以 
a 足 素 元 。 
又 如 4 是 素 元 对 ， 设 4=By。 则 alBy, 于 是 cl8 或 17, 不 
妨 即 分 a16。 于 是 
B=a6, 0=Py=a(dy), 
因 s 是 整 环 ， 故 得 8 =1， 即 ?为 可 逆 元 。 于 是 0 必 为 不 可 分 解 
元 。 
反之 ， 设 在 整 环 S 中 ， 不 可 分 解 元 与 素 元 是 一 物 的 二 名 ， 且 
每 一 元 素 此 可 分 解 成 不 可 分 解 元 的 乘积 。 如 有 
a=6 [lr:'=s TT oo;’, 
则 知 
pilgi( IT 9 小 


i 
es ul 1 
pla 或 plqr'™ [Tos'. 
i-2 


如 此 反复 推导 ， 经 过 有 限 次 数 后 ， 可 得 一 :， 使 p.19:， 即 
pb =4,, 
因 4 ,为 不 可 分 解 元 ， 于 是 8 必 为 可 北 元 ， 即 
pi~ qi 
以 9; = Pi 代入 a 的 分 解 式 ， 两 边 消去 Pl 后 ， 再 用 数学 归纳 法 ,不 
难 证 明 ， 将 91,02,"… ,491 二 新 编组 后 ， 必 有 


a 
Pi~qe, Mi=ur, f=l, 


: 即 S 是 唯一 分 解 的 吾 东 。] 
定义 5.15 ” 设 S 是 唯一 分 解 的 整 环 ， 令 


jz = >) asxt E SCX], f(x) 三 0. 


多 项 式 1(x) 的 系数 三 ,Q1,… ,4, 的 最 大 公 因 元 的 集合 G6.C.Dla， 
aa) 定义 为 1(x) 的 内 涵 C (f(x)), 如 果 degf(x) 之 1， 生 
.C(1(x)) 竺 于 可 洲 元 的 集合 ， 则 称 1(X) 为 本 原 多 项 式 ， 
定理 3.5( 高 斯 引 理 ) 设 S 不 唯一 分 解 的 整 环 ，f(X) 及 g(x) 
是 S[x] 中 的 非 辟 多 项 式 ， 则 有 
COfCx) gCx)) = Cx)) + CCgC*)), 
证 明 不 妨 设 f(x) ,g(x) 的 浆 数 不 为 零 。 取 dLECCf(*))， 
ds,EC(Cg(x))。 命 
fx) = df*(x), g(x) = dg*(x), 
则 显然 1*(x) 及 g*《x) 背 是 本 原 多 项 式 .。 如 能 证 明 f*(x). g*(*x) 
也 是 一 本 原 多 项 式 ， 则 根据 f(x) 9Cx) = didsCf*(x》，g*(x))， 
即 知 
dids EC(f x) » 9(x)). 
出 定义 3,11 的 讨论 1) ， 立 得 
CF) » C9)) = CX) » 00x))., 
以 下 证 明 f*(x)，g*(x) 也 是 一 本 原 多 项 式 。 设 
f*Cx) =a0+ aX+ + aX", 
g*CX) = bot bX+ e+ bax", 


其中, 夺 0，b5, 夺 0。 假 设 代 (Xx) .9*(x) 非 本 原 多 项 式 , 取 一 索 
元 p 为 其 系数 的 公 因 元 。 个 ii 为 由 下 式 定义 的 二 非 负 整数 
i=min{l: pla,, r=[+1,°.,n}, 
j=min{l: pb ，r= 【+T1 位)。 
今 (xX) » OX) =CoTrOXTTo 二 CornX 。 


如 有 


co= aobo, 


cl=aobl+aibo, 


plaib,, pla, 或 p12,. 


这 与 ;或 7 的 定义 相 矛盾 。 由 此 知道 +(x)，g*(x) 的 采 数 不 可 能 
有 来 元 p 为 其 公 因 元 ， 也 即 1*(x)。 g*(x) 为 一 本 原 多 项 式 ，1 

定理 5.6 设 S 是 唯一 分 解 的 整 环 ， 则 任意 非 雳 非 可 间 的 多 
项 式 1(x) ES[z] 缘 可 分 解 成 不 可 分 解 的 多 项 式 的 乘积 ， 

证 明 设 0 六 ES。 如 果 a= g(x)hCx) E SLx]， 我 们 考 卡其 
次 数 ， 得 

0 =dega= degCg(x)h(x)) = degg(x) + degh(x), 
于 是 必 有 9(x) ,h(x) ESLx]。 由 此 推 知 5S 中 的 不 可 分 解 元 也 是 
S[x] 中 的 不 可 分 解 元 ， 

取 dECCx))。 合 1Cx) =dfj*Cx)， 则 4 在 S 中 可 分 解 成 不 可 
分 解 元 的 乘积 。 根 据 上 上 段 的 讨论 ，d 在 S[*] 中 也 可 分 解 成 不 可 分 
解 元 的 乘积 。 以 下 求 1+(x) 的 分 解 式 ， 

如 fr(z) 为 不 可 分 解 元 ， 则 本 定理 已 证 完 。 如 /*(x) 可 分 解 成 


132 


f*Cx) = 9Cx) hr), 
此 处 9C(x),hCx) 此 不 是 可 逆 元 ， 根 据 定理 3.5， 
COf*(Cx)) = Cg(x)) CRY)), 
立 得 9(x) ,h(x) 蕴 是 本 原 多 项 式 ， 两 者 此 是 不 可 逆 元 ， 必 有 
deg g(x)>1, deg h(x)>1, 
于 是 有 
deg g(x)<deg f*(x), deg h(x)<deg f*(x). 
用 数学 归纳 法 , 已 知 9C(x) 及 h(x) 背 可 分 解 成 不 可 分 解 元 的 乘积 。 
并 乘 两 者 ， 得 f*(x) 也 可 分 解 成 不 可 分 解 元 的 乘积 。 | 
定理 5.7 设 S 是 唯一 分 解 的 整 环 ， 则 S[z] 的 任 音素 元 必 是 
不 可 分 解 元 ， 
证 明 设 f(x)E SLx] 为 一 素 元 ， 如果 f(x) = gCx)h(x)， 则 
f(x) 19Cx) Rx), 
于 是 A(x)19Cx) 或 1CX)1h《x)。 不 妨 合 1(x)19C(x)， 即 
gx) = FAYE fx) = gx) = fx 
因 S [x] 是 整 环 ，/(z) 半 0， 自 上 式 的 左右 两 侧 消去 (x)， 得 
”~ 1=6Cx)hCx), 
是 /Kxz) 是 可 逆 元 。 由 此 得 知 1(x) 为 不 可 分 解 元 。| 
到 此 为 止 ， 欲 证 S [Lx] 是 叭 一 分 解 的 整 环 ,根据 定理 3,4,3,6? 
3.7， 仅 需 证 明 S Cx] 的 不 可 分 解 元 缘 是 素 元 ， 我 们 先 推广 “ 欧 几 
里 得 算法 ”。 
定理 3.8( 欧 几 里 得 算法 ) 设 5 为 一 交换 环 ， f(x) 为 SECx] 中 
的 一 非 喜多 项 式 。 售 
f(x)=a0+AX+te +anr" an 于 0。 
任意 给 定 一 次 数 为 m 的 多 项 式 g(z)ES[z]。 合 1=max{0,m -六 
+ 1}，c=a!。 则 必 存 在 d(x) ,r(x)E SCx]， 使 
cg(x) = d(x)f Cx) +r(x), degr(x)<deg f(x), 
证 明 如 degf(x) =n=0, 取 r(x)=0，d(x)=al- g(x), . 
即 得 术 定 理 。 以 下 过 论 deg / (x) = n>0 的 情形 . 
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如 deg 9g(x)<deg f(x)， 取 dd(#) =0，+(x) =eg(x)，, 即 得 本 
定理 ， 以 下 我 们 对 degg《x) 用 数学 归纳 法 。 
售 (x) ,g(x) 的 展开 式 如 下 ， . 
fx) = a0t Art oe + Ax", an 计 0， 
gx) = bothxte + bmx", bns0， 
三 处 deg f(x) =n<deg g(x)=m。 售 
h(x) = ang Cx) — bmx"™-"f (x), 
不 难看 出 ， 
deg h(x)<deg g(2)。 
根据 数学 归纳 法 ， 存 在 4'(x) 及 r(x)， 使 . 
QZ) = d(Cx)fCx) +rCx), degr(x)<deg f(x), 
于 是 
asg(x)=as 1(h(x) + bmx"™"f (x)) 
=(d’(x)+ bmx"-")fCx) +rCx), | 
采 ”如 S 是 域 ， 则 在 上 定理 中 可 取 c = 1。 如 此 得 出 的 4(x*) 及 
7《x) 是 由 g(x) 叭 一 确定 的 。 
证 明 如 5S 是 域 ， 则 非 者 元素 ¢ 是 可 遂 的 。 在 原 式 
cg(x)= d(x)f Cx) +r(x), degr(x)<deg f(x) 
辆 边 乘 以 c!， 即 得 
g(x) = (eld (x))f x) + Co™Ir Cx)), degCe™1r(x)) < deg f (x), 
本 系 的 第 二 部 分 证 法 如 下 ， 如 有 
g(x) = d(x)f (x) + r(x), deg r(x)<deg f(x), 
gx) =d’Cx)fCX) +7’ (Cx), degr’ (x)<deg f(x), 
旭 有 (d(x) — d’ Cx))f xX) =r’ Cx) — r(x), 
加 4(《X) ~ 4 (2 六 0， 上 比较 上 式 两 边 的 次 数 ， 得 
deg(r (xXx) —r(x)) = deg(d(x) ~ d’(x)) + deg f(x) 
>deg f(x) >deg(r’ (x) -r(x)), 
琵 是 一 矛盾 , 故 知 d(x) - d’'(x) = 0， 于 是 必 有 r(x) -r(x)=0.1， 
定理 5.9 设 天 是 域 。 记 (xz) ,f(x)E KLxJj。 命 
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Cf1Cx) 7as(Cx7)》 人 | 
= {GX Cx) Fax fax): Q(X) ,aalx) EKLXI}, 
则 存在 (x)， 使 
CF 1x) ,Falx)) = FOX)) = {ox FX): alx) EKCLxT}, 
而 且 f (x) 是 f(x) ,f2(x) 的 最 大 公 因 元 ， 

证 明 如 fiCx)=0， 显然 有 《Jf1CX),f2《x))=(f2(x))。 如 
f(xX) 寺 0， 取 了 (x) 为 (f1(X) ,fe(x)) 中 次 数 最 小 的 非 堆 元 素 。 根 
据 定理 3.8 的 系 ， 存 在 @ (xz) ,mi (xz) ,d(x) ,ra《x)， 使 

fiCx)= dxf(x) +r(x), degri(x)<deg f(xX)s 

falx) = dxf (XxX) + r(x), degr(x)<deg fx), 
移 项 后 不 难看 出 ，r.(X) ,ra(x) 此 在 Cf.CX), f2《Y)) 中 。 根 据 1(x》 
的 选 法 ， 立 得 r,(x) = ra(Cx) = 0。 于 是 

Q(X)f CX) + ox)f xX) 
= (a (Xd x) + G(X) dX) CX) ECFCX)), 
有 反之， 已 知 f(x)E CJ(x) ,folx))， 即 
f(x) = B(x) fCx) + Belx) fCx), 


aCx)f CX) = oCx)P (x) FX) 
+ QCx)BCx) f(x) ECH LY), fC7)), 
天 (jC(x)) =《f1(X),/2e《x))。 读 者 自 证 了 Cx) 是 f1(*) 及 f.《*) 的 开 
大 公 因 元 。 | 
深 设 信 是 域 ，f1(x),f2《X),… ,fn(x)EK[x]。 舍 


CCx), falx) ,ee fnlX)) = {5 aCx)fi(x): oi(x) EK cx 
下 


则 存在 A(x)， 使 
RCRACROACI ELA 
而 且 J(xz) 是 户 (xz) ,f(x),… ,fraCx) 的 最 大 公 因 元 ， 
定理 3,10 设 K 是 域 ， 则 K[*] 的 不 可 分 解 元 此 是 来 元 ， 
证 明 分 f(x) 为 一 不 可 分 解 元 ，f(x)19Cx)h《x)。 根 据 定 瑞 
3.9， 得 出 


了 
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(cg = (IO 、 2 
t(x) 或 为 可 逆 元 ， 或 为 不 可 复元 。 如 !(x) 为 可 造 示 。 出 根 所 定义 
3.9 的 讨论 5)， 知 L(x) EK*=K\{0}。 于 是 全 1=1(x)， 有 
l=a(x)f Cx) + BC)gCx). 
乘 以 [h(x)， 得 
. hex) = laCx FOXY) + 18Cx)g (x) h(x)., 
旺 然 ， 1 是 上 区 有 他 的 四 元 于 是 有 (x)1hCx)， 如 1X) 为 不 
可 逆 元 。 因 
0 ox 0c Ed 00 (00), 
赦 有 
( f(x) =oaGDOIx) ( 同 理 g(x) = 有 (x)L1(x))。 
已 知 (x) 为 不 可 分 解 元 ，1C*) 为 不 可 逆 元 ， 于 是 Q(x) 必 为 可 北 
元 ， 即 a(x) =aEK*=K\{0}。 由 此 得 
Lx) =a71f (x), g(x) #071B (x) fC%). 
基 f(x)19Cx)， 如 此 已 证 (x) 14Cx) 或 1(x)1gCx)， 即 1(*) 为 一 素 
元 . | | 
定理 3.11 设 K 是 域 ， 则 KK [J 是 唯一 分 解 的 整 环 ， 
证 明 综合 定理 3.4，3.6，3,7，3.10， 立 得 本 定理 。| 
以 下 我 们 要 应 用 上 定理 去 解决 广义 的 问题 。 
定理 3,12 ” 设 S 是 唯一 分 解 的 整 环 ， 天 为 其 比 域 。 一 本 原 多 
项 式 f(x) eSTx] 在 S[ 妆 中 为 不 可 分 解 元 的 充 要 条 件 是 了 CX) 在 
闫 [x] 中 为 不 可 分 解 元 。 
证 明 设 1(x) 在 K[x] 中 可 分 解 为 
f(x)=aCx)P(x), dega(lx)>1, deg P(X)>1, 
因为 ax) ,BCx) 的 系数 在 比 域 六 中 ， 紫 形 如 a/bCa,bES)， 故 取 
alx) 的 系数 的 公分 得 册 及 BCx) 的 系数 的 公分 母 4， 则 有 da(z)， 
dBCx) ESEx]。 合 a*(x),B*(x) 为 本 原 多 项 式 ， 使 下 式 成 立 : 
dia(x) = e610* (Cx), d,B(x) = eB*(x), e162 ES, 
出 将 /Kx) 的 分 解 式 乘 以 dd 后， 得 
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ddsf (x) = dia(x) dP x) = ea*(x)esB*(x) 
= e1620*(x)P*(x), 
应 用 高 斯 引 理 ， 在 上 式 两 侧 取 内 涵 ， 得 出 


ee 
did,|¢16,, Ta E Sa 


于 是 


C10% 


fC) = oC) Bs), 


即 (x) 在 S[x] 中 可 以 分 解 。 
友之， 车 1(x) 在 S[x] 中 可 分 解 为 不 可 逆 元 9(x) ,h(x) 的 乘 
只 ， 因为 1(x) 为 本 原 多 项 式 ， 所 以 
deg g(x)>1, deg h(x)>1, 
于 是 9Cx) ,h(x) 在 KLx] 中 也 为 不 可 递 元 。 因 此 f(x) = gCx)h(x) 也 
是 f(x) 在 K[x] 中 的 分 解 式 。1 
定理 3,13 如 S 为 唯一 分 解 的 整 环 ， 则 5S [x] 中 的 不 可 分 解 
元 此 是 来 元 。 
证 明 任 取 SE[xJ 中 的 一 个 不 可 分 解 元 /(z)， 
1) 先 证 如 f(x)=fES， 则 f 必 为 S 的 不 可 分 解 元 ， 即 是 S 
中 的 素 元 。 为 什么 呢 ? 假如 f=0B，a,h 是 5 的 不 可 小 元 ， 因 
jz) = f 是 SL[xJ 中 的 不 可 分 解 元 ， 于 是 0,8 两 者 之 一 一 一 不 妨 即 
兮 为 4 一 一 必 为 S Cx] 的 可逆 元 ， 即 存在 YC(x)， 使 
QC» V(X)=1, 
讨论 上 式 两 边 的 次 数 后 ， 立 得 
deg y(x) = 0， YCx) ES, 
也 即 e 是 S 的 可 逆 元 ， 此 是 一 矛盾 。 
2) 如 f(x)=fES。 设 f1g9(x)hCx)。 倒 
gx) =d19*Cx), ECz) = dah*(x), 
f°» lx)=9Cx)hx), Lx) = dsl*(x), 
hg*(x) ,h*(x) ,1*(x) 是 本 原 多 项 式 。 根 据 高 斯 引 理 ， 得 
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CCU = Cf » Lx)) = C9) hx)) 
= CCg(x)) Cx)), 
于 是 有 
fds~ did,, 
即 有 一 可 逆 元 6， 使 
6fds 二 dd,, 由 dd 
根据 1)，f 是 5S 的 素 元 , 于 是 有 
fld 或 fd 
由 此 得 f1gC%x) 或 fhCx)， 

3) 如 f(x)ES。 例 上 为 S 的 比 域 。 根据 定 理 3.12，f(x) 是 - 
[x] 中 的 不 可 分 解 元 。 又 根据 定理 3.10， 得 知 f(x) 足 [x] 的 : 
素 元 。 

以 下 我 们 要 证 明 f Cx) 是 SLxJ 的 素 元 。 设 在 S[x] 中 ，f(x) 是 : 
gCx)。h《x) 的 因 元 ， 即 f(x)1gCx)h《x)。 于 是 有 [Cx)E SL[x]， 使 

LCx)f x) = 9Cx) hx), 

在 K[xJ] 中 考 虚 上 式 ， 因 (x) 是 K[xj 的 来 元 ， 所 以 

f《x)lgCx) 或 fx)1hCx). 
不 妨 即 合 1(x)|g《x)。 于 是 有 r(x) EK[xJ， 使 下 式 成 立 ， 

r(x)f (x) = 9Cx). 
取 4 为 r(x) 的 系数 的 公分 母 ， 以 4 乘 上 式 ， 得 
(d+ 1(x))f(x) =4。9Cz)。 

合 1*(x) 为 一 本 原 多 项 式 ， 优 下 式 成 立 ; 

der(x)=e. r(x), ec 


请 读者 注意 ，f(*) 也 必 是 本 原 多 项 式 (否则 1(*) 可 分 解 )， 岂 : 
Cd» r(x))f x) = eCr*(x) f(x)) =d, gx), 
应 用 高 斯 引 理 ， 得 
eEC(d. g(x)), 
显然 ，4 是 多 项 式 40(z) 的 系数 的 公 因 元 ， 于 是 有 
dje, . Fr) ESLx], 


从 
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从 60 = (了 mxCDj1CD， 得 出 在 S[ 林 中 ，1C919(9。 

综 上 所 述 ， 我 们 证 明了 f(x) 是 SCz] 中 的 过 元 。 

定理 3.14 ”如果 5 是 唯一 分 解 的 整 环 ， 则 S[*] 是 唯一 分 解 
的 整 环 。 

证 明 易于 自 定理 3.4，3.6，3.7，3.13 导 出 1 

深 1 如 果 S 是 唆 一 分 解 的 整 环 ， 则 SCxi,xs,…,xo] 是 只 
一 分 解 的 整 环 ， 

洒 2。 如果 K 是 域 , 则 K[x4,xs,… ,xn] 是 唯一 分 解 的 整 于 ， 


习 题 

1。 试 求 Ye + 2x4+ 2X3+X2+2x7+1 与 55+2x3+x2+xX+1 的 最 
关公 因子 。 

2。 试 求 x" -1 与 Xx" -1 的 最 大 公 因 子 ， 

3。 设 01,02,*… ,an 为 互 不 相同 的 正 整 数 ， 证 明 

1(x) = TI(*— 4a:+1 

在 Q[xj 内 不 可 约 (不 可 分 解 )。 

4。 在 Ze[Lxj 内 取 多 项 式 ， 

fx) =2x5— 3x2+1, gCX)=2x +x-1, 
试 求 4(X) ,r(xX)E ZeLx]， 使 
22g(x) =d(x)f Cx) +rlx), degr(x)<deg f(x), 

5。 证 明 f(x) =x3+x?+1 是 ZsLx] 的 烷 元 。 

6.。 在 Zs[x] 内 求 1(x) =xs 3x + 3x?+4X +2 的 素 因子 分 解 
式 。 

7. 和 任 取 次 数 之 1 的 首 一 多 项 式 1(x)E Z[x]SQ[x]J。 证 明 
-在 Q[x]J 中 可 以 分 解 二 >A(x) 看 作 和 pL*] 内 的 多 项 式 也 可 以 
分 解 ， 其 中 Pp 为 一 素数 。 
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8 证 朋 ， 整 系数 多 项 式 /xz) ,ICx) 在 有 理 数 域 上 互 索 的 充 
要 条 件 是 ， 除 有 限 多 个 素数 外 ， 对 其 他 任 一 索 数 P ,f(x) 与 9(x) 
在 Zp[x] 汐 五 玉 。 

9.， 求 Z[x] 内 所 有 首 项 条 数 为 1 的 不 再 约 汪 次 多 项 式 。 

10， 证 明 f(x)=x*-10x?+ 1 在 Q[x]j 内 不 可 约 ， 但 对 任 一 素 
数 P，f(X) 在 Zp[x] 内 可 约 。 

11， 举 出 一 个 整 系数 多 项 式 1(x)， 它 在 Q[x] 肉 可 约 ， 但 在 
在 一 个 素数 了， 使 1(x) 在 ZpLx] 内 不 可 约 。 

12。 设 S 是 唯一 分 解 整 环 ，f(x) 是 SLx] 内 首 一 多 项 式 ，F 
是 S 的 比 域 。 若 g(x?) 是 (xX) 在 [Xx]j 内 的 一 个 首 一 因子 ， 证 明 ， 
g(x) ESLxXJ,. 

13。 证 明 (x?+x+ 了 (x3"+Xx3"t1+X3212) (m,n,p 为 正 整 
数 )， 

14、 设 RR 是 交换 环 ， 证 明 /cz = Djaix'ER[X]I 是 一 个 


i=-0 
可 逆 元 < 和 ->ao 趾 可逆 元 及 ai(1 宇 1) 是 短 霍 元 ， 即 存在 mi， 使 
ai =0 (1=1,2,.,7n)., 

15。 设 1(72)=x i -x+a€E2Zplx]， 此 处 P 是 一 迪 数 ,证 明 

/7x) 可 纪 < 和 2=0。 

16.、 证 明 xs8 +83xss+ 178x50 -90x+11 不 可 约 ( 人 QUxz] 内 ) . 

17. 设 只 是 一 个 交换 处 , /(x) ERLxX]j 是 一 个 零 因 子 ， 证 明 ， 
存在 4aE R，a 六 0， 使 af Cr) = 。 

18， 证 明 x+xs+1I 在 Qrx] 内 不 可 约 。 

19. 9(x)-adic 进位 法 。 与 整数 的 十 进位 法 类 似 ， 在 多 项 式 
环 内 我 们 有 g(x)-adic 进 位 法 如 下 ， 设 degg(x) 之 1。 任 取 f(x)€ 
Kk[xj, 此 处 是 一 个 域 ， 证 明 存 在 叭 一 和 的 foCx》,… ,f(x) EKLx]， 

f(x) = Dfi(x) (9 Cx%) 
tf 
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其 中 deg ji(xz)<deg g(x), 
20， 证 明科 + 久 一 知 在 QLx, 妇 内 不 可 约 ， 
21. 在 C[x,y,2z] 内 分 解 多 项 式 
— XYy ~ 2 XY + 2) + YX+2) + ZX+Y) — 2XY2, 
22。 将 28+ 六 +23 一 3xyz 分 别 在 Z[x,y,zjJ 和 CLx,y,zj 内 进 
行 因 式 分 解 。 


8 4 ”对 称 式 ， 结 式 及 判别 式 


。 设 R 为 一 交换 环 ，R[x] 为 其 多 项 式 环 , 令 f(x)E R[x]， 
4ER， 我 们 定义 1(x) = yaix! 在 x=b 的 值 为 1(5) = Dyaib!， 


如 jz) = 0， 则 称 x =b 是 /(x) 的 根 。 根 也 称 为 老 点 。 我 们 可 以 扒 
广 以 上 的 定义 到 多 元 多 项 式 环 R[x1 ,x2,… ,Xn]。 伟 
f (x1, Xo ,Xn) 
= > aa 1 E RLX1, Xe, ,Xn], 
《bi ,bs ,bn) ERxXRx.… xR 我们 定义 f(x1,X2,*… ,Xn) 在 
(Xi, Xo ,Xn) = (bi1, bo, ,bn) 
欧 值 为 
fb1s ba bn) = DY ott, btbat ebs", 
如 f(b1,52,… ,bn) = 0， 则 称 
Xi, Xo ,Xn) = (bi, ba, "oe ,bn) 
是 /xxa ,Xn) 的 埠 点 。 
定理 3,15 ” 设 R 为 交换 环 ,RLxX] 为 其 多 项 式 环 , f(x) &€ R[x]， 
则 x = 5 是 fx) 的 根 的 充 要 条 件 是 (x-5b)|f(x)， 即 
fx)ECx- b= {9(x) Cx-b); gx) € RC}, 
证 明 读者 自 证 。 | 
有 邓 1 如 R 是 整 环 ，1(x)€ REx]，degf(x) =n， 则 f(x) 最 多 
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具有 世人 个 不 河 的 根 。 
证 明 ”今天 是 妨 的 比 域 ， 划 天 [zx 是 上 唯一 分 解 焊 环 。 而 f(x) EE 
Rix]CKCx1， 于 是 /CY) 在 KLxJ 中 的 分 解 汇 


1(x) =6 了 了 pz” 


最 多 只 有 了 个 一 次 武 ， 即 /xz) 在 下 中 最 多 只 有 于 个 不 同 的 四。 于 
是 1(x) 在 R 中 最 多 只 有 个 不 同 的 温 。 

腰 2 如 民 是 域 ，/(xX)E R[xJ]，degf(xX)=n， 则 /(X) 慑 多 
只 有 7 个 不 同 的 根 。1 

讨论 。 1) 如 果 尺 是 一 非 整 环 的 交换 环 ， 则 一 多 项 式 可 能 有 
多 于 其 次 数 的 根 。 例 如 ， 取 R= Za， 今 (x) =x3， 则 x=[0]s， 
[2]。,[4]s,[6]s 共 是 (zx) 的 良 。 

2) 如 果 (x 一 b)?|fCx)， 则 称 x =b 是 /(x) 的 重 根 。1 

一 个 多 项 式 f(x) 的 根 与 1(*) 的 系数 的 关系 ， 是 一 侥 有 趣味 的 
数学 题材 ， 我 们 用 “变数 法 ”一 一 令 基 要 为 变数 x ,Xs，… ,xn 一 一 
来 阐明 这 个 关系 。 

- 在 多 元 多 项 式 环 RExi xxn， 2 中 ， 取 如 下 之 多 项 式 ， 


FX, Xa ,Xnsy) = Tl) 
1=1 


= 0K Xa ny’ + OX Nas Nn 一 
+ (—1)"QnCX1, Xo, , Xn) 
共 申 
QCXI ye Xn) = XT Kot + Xny 
Qo(X1s "Xn) = XX + XX t XIXn 十 XaX3 to t+ CntXny 
sn ene ec non ees 
Qn Kn) = XI Xe Xn tt XIXa Knit ee +t XXare Xns 
QnCX1, ,Xn) = XX Xne 
它 门 称 为 x ,*2,… ,Xn 的 初等 对 称 多 项 式 。 
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一 般 划 之 ， 如 果 g(X1,X2,*"* ,Xn)CE RExixzyxrn) 在 性 总 
-调换 zx za 后 仍然 不 变 ， 则 称 之 为 一 对 称 多 项 式 。 很 显然 ， 
如 把 PFCxzxa yxayy) 中 的 变数 Xl X23)" ,Xn 任意 加 以 调换 ， 则 
此 多 项 式 仍然 不 变 。 于 是 其 以 为 变数 展开 后 的 系数 01,02，,… ,04 
必然 此 是 对 称 多 项 式 、 . 

对 于 初等 对 称 多 项 式 01,0,,"… ,04 可 以 引入 比重 的 概念 。 全 a 
欧 比 十 为 1,… ,a 的 比重 为 i… ,0a 的 比重 为 #。 会 


Tu 
和 葛 比 重 为 >)i7i。 售 
9g(01 02 ,0n) = >， a444, Tel 


的 比重 为 maz| Zi is af3u-4, 寺 中， 即 单项 的 最 大 比重 我 们 


有 如 下 的 定理 ， 

定理 3.16( 牛 顿 定 理 ) 设 (x1,xs,*… ,Xn) EE R[x ,x2 ,Xn 
为 一 区 次 对 称 多 项 式 。 则 存在 一 个 比重 为 信 的 n 元 多 项 式 g(al， 
car)， 使 

f (xX1 ,Xa, Xn) = 900 ,0 ,Qn), 

即 fx, x2 ,Xn) E REQ, 03, ,0n] CRLX, Xe, ,Xn 

证 明 我 们 对 变数 的 个 数 7 及 次 数 m 作 双重 归纳 ， 如 n=1， 
则 ol = x1， 本 定理 是 显然 的 ， 设 n 沁 1, 并 且 对 于 少 于 7 个 的 变数 ， 
本 定理 蔡 成 立 。 以 下 证 明 个 变数 的 情形 。 

当 坝 = 0 有 时， 则 /CX1,… ,Xn)ER， 本 定理 也 是 显然 的 ， 我 们 
设 m>0， 大 且 对 于 小 于 mn 次 的 对 称 多 项 式 ， 本 定理 也 此 成 立 ， 
以 下 再 证 明 次 数 为 由 的 情形 。 

今 

QZ xn = ,Kn 0 = 1 人 1。 


不 难看 出 ， 04 了 0 1 即 是 变数 xX， 9 Xn-l 的 初等 对 称 多 项 式 。 
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又 考虑 /xi xn-ay0)。 不 难看 出 ， 这 中 人 zi 的 对 称 纤 
项 式 ， 且 i 加 
dcgziss eo Cf X13 ,Xn 0)) SS degre sz, Cf Xn)) = 
于 是 ， 根 据 归 纳 法 ， 存 在 9 (a4 ，…,a;-1)， 使 下 列 各 式 成 立 ， 
1) 9 Cas Os) = fx, ,Xn 0 < 
2) 9 (中 , 吧 - 的 比重 委 m 
全 
h(x Xn) = FX, ,Kn) — 9 (C01, ,An_1), 

立 得 

3) h(x,, ;Xn) 是 X10 ,Xn 的 对 称 多 项 式 ; 

4) 9 《0 ,0n-1) 的 比重 mm， 

5) degz sz ,97 《ai ,an-1) N= degz sz f (Xl Kn) 


6) degziyz,RCzl ,Xn) my 
但 

7) h(x Xn 1 0) = /xi xn_1y07) 一 gat, ,01) = 0, 
想 扩 定理 3.15， 我 们 得 出 xn | 有 CX, ,X,》， 即 在 h(xi,… ;Xn) 的 展 . 
开 式 

h(x ,ee ,Xn) = >», 有 
中 每 一 单项 此 为 xn 整除。 因为 有 xi…xa) 是 对 称 多 项 式 ， 经 ， 
过 Xi 1Xwn 调 换 后 ， 得 上 Xi hx, yn) 。 于 是 在 和 Xi,…,Xn) 的 展 
开 式 中 ， 共 你 一 单项 此 被 x ，… ,xn 整除 ， 故 每 一 单项 寺 被 Tx 
” f=l 


整除 ， 也 期 


下 


h(x ,ee ;Xn)e 
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yo 


hx ee ,Xn) = (1x )a’ Cx, 机 = nh (xX , ,Xn), 


则 有 
8) CX Xn) 是 对 称 多 项 式 ， .7 
9) degz, 9 zh’ CX Xn) EM -nn, 


根据 数学 归纳 法 、 hx,Xn》 = 9 Co go)， 而 县 9 Ca， 
0n) 的 比重 三 m 一 n。 于 是 本 
f (x1, :Xn) = 9 CQ, ,0n) +ang (al ,Gn) = (0, 0) 。 
不 难看 出 ，9(o ，… ,0w) 的 比重 万 m，。 我们 仅 须 证 明 其 比重 是 m。. 
易 见 
degs ，，。 go ,06) <9Ca1,…, an) 的 比重 ， 


而 上 式 左 侧 即 是 x4,*…, xn) 的 浆 数 mt， 于 是 9C01,…, ar) 的 比重 
必 为 m。| ”| . 
讨论 “在 上 面 的 定理 中 ，“ 对 称 ” 是 指 对 群 S 对 称 ， 即 ， 今 
p 为 S, 中 的 任意 元 素 ， 定 义 
plf (xi, “0, Xn)) = (xo) ,Xoon)), 
多 项 式 /(x xn) 是 对 称 的 ， 意 即 对 S$; 的 任意 元 来 p 而 异 ， 下 式 
恒 成 立 : 
pf Cts xn)) = /x1 Kas yxzn)。 
这 种 对 称 也 可 称 为 S* 对 称 。 如 取 Sv 的 一 个 子 群 C， 我 们 也 可 以 如 
法 定义 G 对 称 。 一 般 言 之 ， 只 要 G 作用 在 RLx …,xa] 上 ， 即 可 
定义 G 对 称 。 在 这 一 类 的 妊 G 的 作用 下 ， 上 面 的 牛顿 定理 不 能 简 
单 地 推广 了 。 对 这 一 方面 的 研究 ， 现 在 还 在 继续 开展 中 。 | 
设 K 为 一 域 ， 任 到 二 多 项 式 1(y),9Cy) EK[y]， 在 什么 条 件 
下 ，f(y) 与 9(y) 有 一 次 数 大 于 零 的 公 因 元 呢 ? 如 果 在 整数 环 Z 中 
考 虐 类 似 的 问题 ， 一 般 反 复 用 “ 欧 儿 里 得 算法 ?一 一 即 长 除法 一 一 
便 可 求 出 共 公 因数 了 ， 在 一 元 多 项 式 环 中 ， 除 了 应 用 同 法 之 外 ， 
倚 有 一 更 系统 的 方法 ， 直 搂 写 出 二 多 项 式 /(y),9(y) 有 次 数 大 于 
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人 


零 的 公 周 元 的 充 要 条 件 。 此 一 方法 即 下 面 要 谈 的 “ 结 式 ” 方法 。 
”会 1() 及 g(y) 可 写成 下 列 的 展开 式 ， 
1) = God Gy 二 Ga 给 十 六 十 Cab 
9) = bt byt byt ot by”, 
黄 中 4 于 0, 而 bm 可 以 为 老 。 今 4(y) 为 其 公 因 元 ， 且 deg h(y) 之 1 
于 是 有 
CD = a0) hy), ~ 9 = BOA. 
BDIY) + oly) gy) =0, deg a(y) <n, deg Py)<deg gy). 
我 们 用 “不 定 系 数 法 ”继续 讨论 ， 设 un,J1，… ,vm 为 变数 ， 
会 ， 
ACY) = + Uy + oe + Uny" 1, 
BO = 0 + Ug Fo + ny 
则 适当 到 二 ,44 04, ,vm 的 管 以 后 ，ACy) 妈 成 4c(y)，BCy) 基 
成 6(/)。 换 萌 之 ， 在 下 列 方 程式 中 ， 

BCODACD + ACy) 9(y) =0, 
WUny019"* ,Vm 可 到 一 组 不 全 为 零 的 亿 ， 使 方程 式 对 变数 y 
而 悍 ， 其 系数 至 为 老 。 如 按照 9 ,y" re,y, 1 的 系数 排 
出 ， 则 得 下 列 一 组 联 立 多 元 一 次 方程 式 ， 


gt! nlm + bmntn =0, 
Ym Gaga + bndnt+ bmins =0, 
LL Dh 

yg", om + Qi 十 Ft bm ndni bn nritin 

十 sos 二 0， 
世 2 Cobmn -1 十 。e votone oe ss oo0 tor eons are sot oe = y 

€ Nos 

1， Coys + bou = 0, 


索 方 程 组 有 不 至 汶 堵 的 公 解 的 充 要 条 件 ， 是 其 系数 矩阵 的 行列 式 
为 璧 关于 此 一 充 要 和 条件， 如 玉 是 常见 的 Q@, 是 或 C 时 六 读者 应 
已 耳熟能详 了 。 至 于 天 足 一 般 域 的 情形 ， 这 一 充 下 条 件 的 还 法 ， 
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与 天 为 实数 域 民 时 ， 完 公 棚 同 ， 读 老 试 自 证 之 。 如 果 读 者 不 能 证 
胃 此 点 ， 则 应 今 K = Q,R 或 EC， 以 了 解 本 节 。 

我 们 把 联 立 方程 组 的 系数 排 成 矩阵 ， 然后 把 行 与 列 互相 调 
换 ， 称 其 行列 式 为 1(y) 与 9Cy) 的 结 式 ， 记 为 Resy (f(y),g(y))。 
即 


Resy (f(y) ,9(9)) 
Qn Qn ee Co 0 0 «00 0 
0 an a a 0 0 
和 名 生 
=det 0 0 dn dans * do @ 
bn Dm-1 bb bo 0 
雪夫 才 如 £* 生 


0 bn bn b, 
于 是 我 们 有 下 列 关 于 结 式 的 定理 。 
定 建 3.17 ”谈天 为 域 ，j( 人 ,9(DEKL 势 。 双 合 
fy) =ao+ay+ 十 Gng 
gy) =bo ty te + bny”, 
则 Resy(f(y) ,9g(y))=0 <=> ar = 0 =bn 或 1(y),9(y) 有 一 次 数 
宕 1 的 公 因 元 ， 

证 明 ” <=。 如果 4s = 0 =bm， 则 Resy (f(y) ,909)) 的 第 一 
列 苷 为 等 ， 于 是 Resy (f(y) ,9( 妃 ) 自 然 为 雾 。 如 果 an ,bm 两 者 之 
间 有 一 个 非 堵 ， 则 不 妨 设 4s 二 0， 证 明 已 见 上 文 。 

二 >。 如 4r =0=bn， 则 无 其 可 证 。 如 an，bn 两 者 之 间 有 一 
个 非 雾 ， 5 则 不 妨 假 设 a 二 0 。 我 们 应 用 上 娘 的 符号 ， 于 是 可 求 出 
一 组 Quan ,Vm 的 不 全 为 畴 的 值 . 代入 A(y) 及 BCy) 中 ， 
今 斯 得 的 多 项 式 为 a() ,BCy) EK[ 妇 。 于 是 有 

Py)fOY) taly)g dy) = 0， 
其 中 deg a(y)<degf(y) =m。 和 如果 1(y),9(y) 无 不 可 逆 的 公 因 元 。 
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旭 有 (CD 9500》 = (1)， 即 存在 CD ,ECy)E KLy]j， 使 

1 = 6519) +eCGD8CY) 。 
汪 以 aC(y)， 得 出 
a(W) = a(y) SCI CD + Ely)GCY) 9(Y) 

= (a(W EY) — BOY eC ) HY). 
考察 上 式 两 边 的 次 数 ， 必 得 a(y) = 0 。 于 是 

BODY = -aoly) 9(y) =0, 
其 hly}= 0 . 换言之 ， 1 的 值 僵 为 老 。 这 是 一 
子 盾 。 | 
以 下 我 们 欲求 出 结 式 Resy (f(y) ,9(y)) 与 1(y) 90) 的 根 的 

系 。 我 们 用 “变数 法 ”来 处 理 这 个 问题 。 为 简便 起 见 ， 今 an = 

bn = 1 ，/(y),g《y) 如 下 式 ， 


fy) = TI- x) = > ago 
i=1 f= 


gnD= [Gy-z) = > Do。 
i=l1 i=0 


玫 处 x1 ,Xn,9,z1,… ;zm 蕴 是 变数 。 于 是 

di=(—1)" 0o.,, by= (~1)" ipn.; 
洪 中 0s- 4 及 pr- 是 XXn 及 21, 呈 ,Znm 的 初等 对 称 多 项 式 。 在 下 
列 结 式 中 ， 如 时 第 一 行 乘 以 x1， 第 i C1 所 由 ) 行 乘 以 zl， 第 7 0 
如) 行 乘 上 及 2 ”第 (+ 人 ) 行 匀 以 居 5， 即 如 下 式 
F 1 Quo_l 0Gn 0 0 “0 0) XxXL 
0 1 …w ad 0 » 0 Xx? 


《1) : : 
'0 0 eo0 oe. 1 al 和 ao XXXT MM 
1 b,_, b, bo 0 XX 
L0 bal M 人 . bo x*" 
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1 


多 对 变数 区 人 1 了 而 背 ， 各 列 都 是 齐 次 式 ， 即 第 一 列 
邱 一 次 式 ,…， 第 让 列 是 1 次 式 ,…， 第 (n+m) 列 是 (n+ 扩 ) 头 式 ， 
慑 开 行列 区 时， 由 于 展开 式 中 任 一 项 都 是 从 每 一 列 中 取 一 项 做 乘 


积 ， 于 是 得 出 ， 原来 的 结 式 是 5 ，… ,x ,91 ,zm 的 齐 式 式 ， 而 


湛 浆 数 为 
1+2+o+ (min (1+2+t 十) 一 《1 二 2 二 十 催 ) 


= mr)Cmtnt 一 地 nCn + 了 D 一 六 下 (m+1) 


二 mn, 


我 们 将 证 明 如 下 的 定理 。 
定理 3.18 用 上 面 的 记号 ， 我 们 有 


Resy(A(),9CD) = TT (xi -#1) = Tiocxs) 
=(-1)""ITI/Cz», 
证 明 ”我 们 分 三 个 步 又 来 证 明 本 定理 。 


1) Resy(f(y) ,9C9)) 是 xi,zi; 的 次 数 为 mn 的 齐 式 式 证 咀 
见 上 文 。 


2) 
显然 ， 在 KExi xn zi my2m)1h， 如 果 ! 太 上， 则 
g(xi) = Ex, -2 与 xD)=TTGz -2 
i 了 


没有 不 可 逆 的 公 因 元 ，、 所 以 仅 须 征明 ， 对 任意 的 :1， 我 们 恒 有 
gCxi)|Resy Cf Cy) ,96y)), 

在 上 文 的 结 式 (1) 中 ， 第 一 列 乘 以 x?*"， 然 后 把 第 ! 列 与 
x7+"-1+1 的 乘积 加 到 第 一 列 上 ， 此 处 二 到 尽 2,3,…,m。 则 所 得 
葛 第 一 列 成 为 
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xXx?/ (Xi) | 0 


<) | a 
x ,ox ) | ,x G(Xi) : 。 
| ! | 
2 | | 0 
gz)) | gz) | 


从 第 一 列 中 取出 公 因 元 9C(X1)， 立 得 
gCxi) |x? "Resy (f(y) , 909)), 


显然 ，9CxD = Cxi ~ z7) 与 *?*" 之 间 无 不 可 逆 的 公 因 元 。 于 是 


g(xi)|Resy (f(y) ,9CD)7。 


3) 显然 ，T[(xi -23 的 次 数 是 mn=Reay(1(0)，9( 纪 7 的 


式 数 ， 于 是 立 得 
Resy Cf Cy) ,9(C0) =0 开工 (< ~ 27), 
人 


其 中 EK。 以 下 我 们 十 明 6=1。 
合 X=Xs= = Xn = 0 a "=zm=1, 则 立 得 
“=0n_1=0, =《- 1)"。 


Resy (f(y) ,907)) =(- 1)"", 


显然 TTco-D=(-D"， 
[0 


tesy CG CY) 090) = 下 cz。 
对 1 如 内 


1H)=an [TxD), v=bnT Ty-z), 
则 有 


ResyCf Cy) ,969)) = arbs TT Cx ~ 2;) =47 J 1 oCxs) 
.1 i 


=(-1)""b TIT). 1 
i 总 
采 2 设 91,B1E KC =1,… ,nj =1,…, 共 )， 如果 


1( 纺 =as Ty-o), gly)=bnJT Cy A), 
包 有 


ResyC/C(y) ,gy)) =arbs Tl C0 ~ B=arTT go) 
=(-1)""b TER;). 

证 明 条 1 的 等 式 是 人 恒等式， 以 Qi 赫 换 变数 +i， 以 i 替换 变 
数 z; 即 可 上 | 

以 下 我 们 引 天 微分 的 概念 ， 

定义 8.14 设 1(y) = D2)aiy'E RT[y], 此 处 K 是 域 。 则 f(y》 
和 欧 导 数 定义 为 

f(y)= ia 


定理 3.19 导数 担 竺 常见 的 微分 学 的 定 符 如 下 ， 
1) (0) =0， 此 处 o€EK; 

2) Caf Cy) +t boy))’ =af’ Cy) + yg C9); 

3) fIDIV) = VID + 9 (y). 


证 明 斌 者 白 证 ，1! 
定理 3.20 设 


JW =an] Ty -0 mEK, 
fi=l 
我 们 定义 /Cy) 的 判别 式 disCfCy)) 为 ResuCf(y) ,1 (3))。 则 有 
dis(f Cy)) =ar*" E07. 
fm 


于 是 1( 放 有 重 根 的 充 要 条 件 是 1(y) 的 判别 式 dis(f(y)) = 9， 也 辑 
f(y) 与 1'(y) 有 次 数 大 于 艾 的 公 因 元 ， 
证 明 显然 ， 仅 须 证 明 


Resy Cf CY) ,f’ CY)) = ago ~oj)。 
根据 上 面 的 定理 ， 知 
( 关 ) Resy Cf CW 10D)=oTI1 0), 
而 且 有 
‘ = n 一 三 人 一 Qi 旬 
1CD=(a IIe oD) =a (3He )) 
于 是 、 “ 
六 (ai) = (DIT -oj =anf Toa, 

i jw!l 


Jaf 
将 此 式 代入 ( 头 ) 即 得 本 定理 。 | 
例 7 1) 设 /(y)=y-by+e。 则 有 
{ 1 —b C 
disCjCD) =detl 2 -) 0 
0 2 -b 
=0-20+4c= -b+4c= 一 人， 
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此 处 和 是 一 般 所 户 的 二 次 方程 的 判别 式 。 如 全 
1(y) = (y ~ 0)(Y 一 22)， 
则 有 有 
b=Q,+Q2, ¢ =00, 
dis(f(y)) = (01 ~ 02)(0, —01) 
= ~ (0 +02)°+400s = -b+ doe。 
2) 设 1D)=P-ag+by-o=(y-a)D(y -0)(0y-0)， 赔 


有 
GQ=0 tt0 b=00 +003+003 0=00203, 
1 -4 b -°c 0 
0 1 -a b 一 
dis(f(y)) =det| 3 -on b 0 0 
0 3 -2a b 0 
0 0 3 一 24 b 
= 443C - a2b?— 18abe + 4b3 + 27c2。 
也 即 


一 (0i 一 02)2(0s ~ 09) (0 一 03) 
= 4(Q) + Qs 十 03)301020s 
一 (ai + os+ as)2Caias + G203 + 0103)? 
-18(oi +02 + 03) (a0, + Qo03 + 0Qs0i)010203. 
+ 4(aias + Q203 + 0109)3 + 27 C00203) 2 。 


例 8 本 节 的 主旨 似乎 仅 在 一 元 多 项 式 , 然而 其 实际 的 应 用 ， 
可 以 解决 多 元 多 项 式 的 问题 。 我们 试 取 一 例 。 在 R[x, 妇 中 任 取 
两 多 项 式 f(x ,Y) 与 9(x,y)。 经 过 线性 变换 ， 选 到 坐标 ， 不 妨 假 
设 如 下 ， 
degs yi (x,y) = degy/ (x,y)=n, 
degz yg9(X,Y) = degyg (Xx,y) = m, 
地 
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、 < 机 nn | 一 
人 人 ACT ' degr/it Yi).l, 
+ 一 1 


emaby F SY’, degzgix) 入) 
r+- 


[ 


仿 上 = REY] 的 小 城 = RG)， 即 一 元 有 理 画 数 域 。 在 虑 幻 中 状 处 
4500 的 的 结 式 
ospCf (x ,Y) ‘Q(X :yy)) 


ta ; ,(%) 腑 首 fnCx) 0 0 | 0 
| 0 dn 册 提 fn-1CX) / (xD) 0 本 0 


= , 一 ~ 的 ; 
二 人 | 0 0 ee aa Qn f1Cx) ee fnCx) . 
(oy TX) mi) gm 人 0 


0 bn QCx) 本 wo Gm(X) 


庆生 仿照 定时 3.18 的 第 一 步 嗓 的 证 明 ， 证 出 
degs(Resy(f (x,y) ,9(x,9))) Snm, 
[和 i 这 个 示 和 式 有 很 好 的 儿 何 意义 ,我 们 阐明 如 下 ， 如 果 XxX = 4a， 
v = B 是 在 山下 列 两 个 方程 式 
jc,DD=0，- 9G0 拉 =0 
货 定 义 的 曲线 的 交点 上 ， 则 
/lay)=0 与 gc =0 
有 公 解 。 也 即 
Resy (fa,y),9(0,y)) = 0。 
-于 是 ResyC/(x,y),9Cx,y)) 的 根 是 此 两 条 曲线 的 交点 在 x 轴 上 的 
“4 投影 2 。 国 理 可 以 证 出 ， 由 方程 式 
Res。(j(xz,yz)，9Cx yy2)2= 0 
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所 定义 的 曲线 是 f(xyy,z) = 0 与 9(x;y,z) =0 所 定义 的 两 个 曲 
面 的 交 线 在 (x,y) 平 击 上 的 投影 ， 我 们 再 回 过 头 米 研究 二 元 多 项 
式 的 情形 。 上 而 的 那个 不 等 式 

degr(Resy (f(x,y), gx,9))) Enm 
说 明 ， 如 果 ResyC/(x,y),9(x,)) 不 是 侣 多 项 式 时 ， 此 两 天 线 在 
x 辅 上 最 多 只 有 pm 个 投影 点 。 于 是 我 们 有 ; 

贝 朱 定 理 ， 如 果 两 多 兢 太 f(x,y),9(x, 纺 无 次 类 天 于 过 的 公 
因子 ， 则 它们 定义 的 两 江 线 最 多 有 nm 个 变 点 ， 点 处 

n=degzsy/(X,y), m=degyr,yglx, y), 

证 明 设 有 多 于 mn 个 交点 ， 用 下 线 连 接 其 中 nm+ 工 个 点 。 
选取 x,y 输 ， 合 上 辅 适合 前 面 近 提 到 的 条 件 ， 即 不 与 这 些 连接 线 
煌 平行。 如此， 则 此 nm+ 1 个 点 在 x 畏 上 的 投影 基 不 相同 。 根 
据 上 面 的 讨论 ， 这 是 不 可 能 的 。 所 以 此 两 曲线 最 多 只 有 nm 个 交 
点 .| 

朱 世 杰 在 《四 元 玉 鉴 3X(1303 年 ) 中 ， 开 始 研 究 多 元 多 项 式 ， 从 、 
二 元 到 四 元 多 项 式 ， 共 中 有 所 谓 “上 升 下 降 ， 左 右 进退 ， 互 通 : 
变化 ， 乘 除 往来 ， 用 假 像 其 ， 以 呀 问 实 ”， 又 有 “ 寄 之 、 吻 之 、 
余 筹 易 位 ， 横 冲 直 授 ， 精 而 不 杂 ， 自 然而 然 ， 消 而 和 会 ”。 共 目 
的 是 “以 成 开 方 之 式 ( 一 元 多 项 式 ) 也 ”。 这 是 各 种 移 项 变换 及 消 
元 法 ， 最 后 归结 成 一 元 多 项 式 。 朱 世 杰 发 明 的 方法 与 本 书 的 定理 
3.8 及 定理 3.17 很 有 关系 。 

满 方 开始 系统 地 研究 多 元 多 项 式 的 数学 家 是 十 作 世 纪 的 法 加 
入 只 朱 。 


习 题 
1。 设 关 是 特征 为 0 的 域 ， 任 取 /(x) CK[x]， 证 明 
f(x)=0 <> /(x)EK, 


如 采 天 的 特征 =p>0， 证 明 广 (*) = 0 所 > 存在 多 项 式 g(x》 
EELX]， 使 (x) =9Cx7)。 


2.。 在 形式 冤 级 数 环 K[[xz]] 小 ， 我 们 也 可 呈 定义 导数 如 
下 : 售 /(x)= 2》)aix'， 定 义 


1 ) = 和 av 1 


证 明天 [CCx 忆 内 的 上 述 导数 也 有 定理 3.19 的 三 条 性 质 ， 
3。 利用 定义 (9 (x)) = 97?(x)9'(x)， 把 导数 的 定义 
推广 到 KCx) 及 KC(Cx))。 


2 n 
4。 证 明 /CO= 1+x+ 末 + + 说 ERIS] 没 有 重 根 。 


5。 设 域 关 包含 无 穷 多 个 元 素 , /xb xn)E 天 [zxo]， 
证 明 如 对 天 内 任意 ac …an 都 有 /ab an) = 0， 则 上 = 0， 换 句 
话说 , 设 域 K 包含 无 穷 多 个 元 素 ,，/ (xb xna)EKLx…wxn]， 且 

未 0。 则 必 在 在 wanE 天， 使 /(Q41,…,an) 寺 0，。 
6. 必 0，…on 表 未 变 元 浊 b xn 的 初等 对 称 多 项 式 ， 而 
3 一 XXX (K=1,2)。 
证 骨 咎 下 公 式 
Sm 一 QiS +0s 2 m+ (m1)"-ia,_18) 


+(-1"man= 0 (m<n), 


Sm 一 QiSw -1 二 02Sn_2 一 + 一 1) Sn -oan = 0 (级 人 1 。 


7. 续 上 题 。 设 sn 表示 成 初等 对 称 多 项 式 c, ,on 的 多 项 式 


1s 


= i 7 
Sm = do i020 


11+212+"“+9 le-m 


证 明 其 系数 满足 
1 ht lt + il, ~— 1)1 


oi CT Dm blllnl ’ 


其 中 lott 十 locnye. 


156 


8. 求 多 项 式 1(X) =x" -4 和 g(x)=x"+ax+ b(n 之 2) 的 判 


9。 求 FCx) =x2+2x1+x0o+xs+x-x-I 的 判别 式 ， 
10。 设 f(x),9(x) 是 域 天 上 的 两 个 一 元 多 项 式 ， 证 明 
Resy(f,9)=(-1)""Res,(g,f), 
共 中 由 =deg /，n =deg 9， 又 设 91,9:E [x], 证明 
Res,(f,g9192) = Res,(f, 91) * Ress(f, 92), 
11。 潜 虐 f(x) =x3+4x? 一 x*~4 的 判别 式 dis(1)， 求 所 有 的 ; 
案 数 7， 使 1(x) (mod p) 有 重 根 。 
12。 求 XY+Xxyt+2=0 及 xX? 一 y 一 2z3=0 的 交 线 在 X-Y 了 下面 上 
的 投影 。 
13。 求 下 列 二 元 联 立 方程 组 的 整数 解 ， 
542 一 6x2+5x2 一 16= 0， 
| -XYy+2X ~ YX-4= 0。i 
14.。 用 初等 对 称 多 项 式 表 示 X1, xX2，,*…, xn 的 对 称 画 数 
>» Xi ~ XH)LXi XE) Xj XY, 


dc<j<t 


$35 理 想 


在 第 一 章 的 & 2 、$ 5 及 本 章 的 § 3 中 ， 我 们 已 屡次 用 到 一 
集合 (7 fs,…,fm)。 我 们 用 下 面 的 定义 给 它 定名 。 
定义 3.15 设 R 为 一 环 ，A4 为 R 的 一 非 空子 集 。4 生 成 的 理 
想 定义 为 
| DriaQirs: rr ER, a€EA , 
有 限 
用 符号 〈4) 起 未 之 。 如 果 A = {4142;"…, lm) 为 一 有 限 集 ， 则 入 
生成 的 理想 (4) 也 用 (au as am) 表示 之 。 当 (1) = 了 时 ， 则 称 : 
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了 为 理想 ， 
一 个 环 R 的 经 想 了 与 一 个 群 G 的 正规 子 群 NN 的 位 置 相 当 ， 即 - 
两 者 都 是 映射 的 核 。 我 们 图 小 如 下 ， 
定义 3.16 设 p :>R’ 为 环 R 到 环 R' 的 喘 射 。 如 果 。p 保 
- 持 运算 关系 ， 即 对 所 有 的 7,7;,E KR， 都 有 
plri+72) = pr) + pr), pr ef2) = p71) « pl?,), 
则 称 p 为 R 到 R' 的 一 环 映射 ， 
定义 3.17 设 p: R-> 有 "为 一 环 屿 禾 。 如 0 为 单 射 , 则 称 4 为 
环 单 射 。 如 po 为 注射 ， 别 称 p 为 环 满 射 ， 或 称 R' 为 R 的 映 象 ， 
如 Pp 为 音 满 映射 ， 则 称 o 为 一 同 沟 ， 此 时 称 RR 与 R' 是 周 构 的 ， 用 
了 到 == 及 /表示 之 。 妇 末 0 为 闻 构 ， 且 及 =R'， 则 称 P 为 自 同 构 。 
定义 3.18 没准 于 R 到 环 R' 的 一 环 上 映射 4 的 象 im(p) 的 
定义 如 下 。 
im(p) = {7 : 在 在 r ER， 使 得 PCr) = 六 。 
的 楼 kerC27 的 定 叉 如 下 : 
ker(Cp) = {r: pl7)=0’，0 是 R' 的 壁 元 }。 
换 导 之 ，ker(p) 是 0 的 旬 源 ， 也 可 以 用 po (0 ) 袁 示 之 。 
定理 321 1 湾 Vi: RR’ 为 一 环 喘 射 。 则 ker(p) 是 R 的 一 
:理想 ; 
2)》 分 了 工 为 展 的 型 起 ， 别 下 述 关 系 《 一 ?2 
ri~r, < > rr,~r, C1 
是 一 等 价 关 系 。 分 其 高 集 为 RJT， 虽 RJT 大和 如 下 的 入 然 的 王 流 
(“+ ) 与 乘法 (“。”) 的 运算 下 ， 自 然 成 为 一 环 ， 其 畜 谢 RR 半 
了 的 商 环 : 
Er 可]+Tr] = [r+?2], Er + [rel = [Er 站 
此 处 [去 未 了 所 在 的 等 价 子 集 ; 
3) 售 0: R->RJI 的 定义 为 007) =[ 门 。 贡 下 是 一 下 钨 风 ， 
HkerCoy= 1 
证 明 1) 伍 取 
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a€E kor(p)) ={ Brie’: rori ER, a ekerCp)}, 
i 


则 有 
p(o) = (Brieir’) = Splr)pla) pr’) 


= >)pGrD * 0+ plr1) =0， 


即 ageKker(p)。 于 是 有 (ker(p))Cker(pD)。 反 之 ,显然 有 (ker(p)》 
二 ker(p)， 故 (ker《p)) = ker(p)， 即 ker(p) 是 及 的 一 理想 。 
2) 我 们 先 验证 ~ 是 个 等 价 关 系 。 

(ay rm ~ fa mre S-Di-r) ED)=!I—> 
7 一 人 ET 一 > ~ ?1 (对 称 性 ) 

(b) 和 2 的， 可取 4E1l, 则 0=0.a€(D=1, 
于 足 71~7T1; 《〈 反 身 性 ) 

C0) fi ~ fo To ~ ts > ?1 -7.€El, rT3E1 -一 > Ti 一 Ta 
= (7 — 7s) + Cr,—f3)E (1) = 1 一 > 71~73。 (传递 性 ) 
于 是 一 是 一 多 价 关 系 。 对 于 加 法 及 乘法 的 运算 ， 我 们 仅仅 证 明 它 
们 辟 有 意义 的 ， 读 者 自 证 其 余 环 的 规则 ， 现 在 我 们 证 明 


[rij= E714], [Lr] =[72] 
>[ri+r7s] =[71+74] 下 [71*72] =[?4n72j。 
这 就 是 所 说 “定义 是 有 意义 的 ”。 证 法 如 下 ， 
[r=[r，[r]=[Lr3] 
rr =a€El, fe.~-r =dEl 
> +tr) — (+r) =0 + 0€E()) = 1 
rors or a +t Ari t+ aa El)=! 
=->Trid+ro=fr tr frrej=[r1 * ro], 
3) 显然 。 壕 洛 自 还 。 | 
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与 群 论 一 样 ， 我 们 有 下 列 的 “ 同 构 定理 ” 。 

定理 3.22 念 0: R->R’ 为 一 环 洪 射 。 设 1' 为 R' 的 一 个 理 
想 ， 合 T= {r: pCr)eE1’}。 则 有 

1) 了 是 尺 的 理想 ，T 二 ker(p); 

2) 定义 万 : R/T->R'/1' 如 下 ， 任 取 [r]eER/1， 合 


P [ 门 =Lo(D]ER /I 
则 是 一 个 同 构 。 
证 明 1) 任 取 


a= D) riari€E (1) = | Driairs: ar€El, rr eR} 
则 有 
pl) = Dyplr)pladplr) EL) =1, 


基 aE1， 于 钙 不 难 春 出 ，1 = 《1)， 即 1 是 一 个 理想 。 又 ， 任 取 
4Eker《p)， 则 有 pla) =0 EI’, 故 a€1， 即 有 I 太 ker(p)， 

2) 读者 参考 定理 3.21 的 2) 的 证 明 ， 试 自 证 之 。 | 

梁 如 po: R~R' 是 一 环 满 射 ， 则 有 

R/ker(p)~=R’, 

证 明 取 1 =(0)， 不 难看 上 由，R’/(0) 二 R'。 | 

例 9 设 为 域 , 不妨 设想 =Q,R 或 C。 洛 虚 一 元 多 项 式 
浅 K[xj]。 命 1= 《x -4)， 此 处 aEK。 经 过 变数 变 换 W=x -a， 
K[x]j] = 上 [uj。 为 简便 起 见 ， 不 妨 即 分 4a= 0。 此 有 时 有 

o: KLx]- >KLx]/(x), 


了 英 射 a 是 什么 ? 例 (Xx) =botbx+ +bnx"， 则 
f Cx) —160)=fx) -bo= (C++bnr DEC)， 
由 f(x) ~ 了 1(0)。 不 难看 出 
oCf(x)) =007C00)) = 05160)], 
者 是 有 如 下 定义 的 映射 4 为 满 单 映 峙 ; 
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A: KLx]/(xX)=K, 
50D) = /1(0), 
“ 异 助 同 构 久 把 KE[x]/(x) 与 KK 等同 看 待 ， 则 映射 ” 与 1(X) 在 原点 
: 取 值 实 无 芒 差 别 。 多 项 式 /xz 在 某 一 指定 的 点 x=4 取 值 ;可 以 
看 成 映射 
K[xj]->KEx]/(x - a)==K, 

同 理 ， 在 多 元 多 项 式 环 拓 [xx 中 ， 多 项 式 f(x1,*， 
xn) 在 xi = axa= an 点 取 值 ， 也 可 以 考虑 成 喘 射 

天 [xi ,Xn KEX, ,nl/ (Xi — A ,Xn 一 Ga) 一 天。 

例 10 今 4CKLx…，,xr]， 此 处 天 是 域 。 读 者 不 妨 即 假想 
开 =Q,R 或 C。 我 们 卷 虑 下 面 一 组 方程 式 的 公 解 ， 

(1) filxis" ,xn) =0, VfiEA. 

如 果 Xi = 41,… ,xn= an 适 合 上 面 的 所 有 方程 式 ， 则 也 必 适 合 下 面 
:的 所 有 方程 式 


9 (Xi, , Xn) 二 (xieyXaD)AECZi ,Xn) = 0。 
有 限 


其 中 有 EKLx,,… ,xn]，fiE€ 4， 即 适合 
(2) gx ,Xn)=0, Vg9ECA), 
反之 ， 因为 4CC4)， 显然 (2) 的 公 解 也 是 (1) 的 公 解 。 于 是 (1) 与 
〈(2) 的 公 解 是 完全 相同 的 。 
我 们 举 一 些 应 用 。 谁 都 知道 ， 不 同 的 两 个 圆 最 多 相交 于 两 
-点 。 我 们 给 一 简单 的 代数 证 明 如 下 。 设 此 两 加 的 方程 式 为 
xz) =xX2+32+ax+azy+as=0， 
g(x,y)=X ty tox+ byt ba=0, 
:两 者 相 减 ， 得 
hCx,y) = f(xX,y) — g(x,y) 
= (dr~b)x+(a ~ b)y+ (C03 ~ bs)=0。 
不 难看 出 ，h(x,y) 并 非 恬 多 项 式 ， 而 且 有 
Cf x,y) ,9Cx,9)) = (f(x,y) ,h(x,y)), 
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根据 贝 朱 定 理 ，/(x,y) = 0 与 x,y) =0 最 多 只 有 了 两 个 交点 .于 
是 f(x,y)=0 与 9(x,y)=0 最 多 只 有 两 个 交点 。 

进一步 说 ， 在 上 面 这 个 例子 中 ， 如 果 f(x,y) =045 fx,y) = 
0 有 两 个 交点 ， 则 h(x,y) = 0 即 是 通过 这 两 点 的 并 从 的 方程式, 
双 如 果 此 贺 与 此 直线 仅 有 一 个 交点 ， 则 原来 给 定 前 两 如 必定 裕 : 
切 ， 而 h(x,y) =0 即 是 两 加 公共 切线 的 方程 式 ， 

例 11 在 例 10 中 ， 我 们 考虑 的 是 求 一 组 方程 式 的 公 佣 ， 我 们 
也 可 以 反 其 道 而 行 之 ， 先 给 定 

R"=RxRxw xR={r ,r,tn): Ti€E R} 

的 一 个 子 集 T， 然 后 考虑 RERa xxo 中 在 了 的 所 有 点 均 取 零 
值 的 多 项 式 的 集合 7 ， 纯 
T= {fC ,Xa): 1(a an) =0,Y (a ,4n) ET), 
不 难看 出 


(1) = 1， 
即 7 是 一 个 理想 。 如 果 我 们 芭 过 求 求 工 的 公 解 ， 则 立 得 


了 的 公 解 二 工 。 
一 能 汪 之 ， 上 面 这 个 包含 式 的 堪 广 两 侧 大 不 相 答 。 如 和 采 两 者 根 
钴 ， 别 称 工 是 一 个 代数 多 样 体 ( 或 代数 子 集 、 代 数 策 )， 
我 们 下 一 个 非 代 数 子 集 的 例子 。 今 n= 1 
了 = {r n>0, neR)., 
内 关 了 中 有 无 限 多 个 点 ， 而 任 一 非 需 多 项 式 f(x1) 只 有 有 限 多 个 
根 ， 于 是 有 
了 = {f(x): Jr =0，YD 之 0， riER) =〈0)。 
而 方程 式 
0=0 
的 公 解 足 和 = 站 ， VrER, 有 即 … 
[的 公 解 RT，~ 
于 中 了 不 是 -代数 子 集 ， 或 代数 多 样 体 。 | 
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从 上 面 这 些 例子 ， 读 者 可 以 看 出 ， 理 想 是 很 重要 的 代 歼 能 
- 念 。 于 是 ， 我 们 把 理想 加 以 分 类 ， 以 便 研 究 。 我 们 有 : 

定义 3.19 1) 由 一 个 元 来 生成 的 理 急 (4) 称 为 志 理 想 ， 

2) 设 R 为 一 交换 环 ，7 为 一 理想 .如 果 T 夺 R， 天 凡生 包 
合 了 的 更 想必 为 1 或 R， 则 称 1 为 一 极 大 理想 ， 

为 一 交换 环 ， 了 为 一 理想 。 如 时 了 二 RR , 且 对 任意 的 

元 素 o,b 当 abET 时 ， 必 有 acET 或 5ET， 则 称 了 为 素 理 想 。 

例 12 在 域 及 中， 唯一 的 极 大 理想 是 (0)。 事 实 上 ， 在 任意 
域 下 中 ， 只 有 两 个 理想 ，(0) 及 天 。 于 是 ，(0) 也 是 域 天 的 唯一 的 
素 理想 。 

反之 ， 设 交换 环 R 中 仅 有 两 个 理想 (0) 及 所 ， 则 我 们 可 以 证 
明 R 必 为 域 ， 任 取 0 世 4ER， 因 为 (4a) 3a， 所 以 (4) 压 (0), 于 是 
(a) =R， 故 1E(a)， 即 存在 bER, 使 ab=1。 自然，b 是 4 的 
乘法 逆 元 素 ， 如 此 得 出 RR 中 每 一 非 盐 元 素 a 肯 有 乘法 逆 元 素 。 不 
难 从 此 导出 R 是 域 。 

在 C[x,y] 中 ，(x 一 a,y-5) 是 极 大 理想 ， 此 处 4,5EC。 而 
(x -~ ao) 是 来 理想 ， 这 不 难 自 “x -a 是 素 元 ”的 事实 直接 时 二 

定理 3.235 设 R 为 一 交换 环 ， 则 RR 中 最 少 有 一 极 大 理想 i 
-4€ R， 具 有 下 浊 性 质 ， 

a' 0, 1=1,2," ,1 9 

则 有 一 素 理 想 工 ， 使 得 aE 了 。 

证 明 ”我们 先 证 明 后 侍 部 分 。 在 以 下 的 证 法 中 ， 今 6=1 


则 立 得 前 侍 部 分 。 
我 们 用 Zorn 引 理 。 今 


= {7: 1 是 理想 9 0 ‘EL, 1=1,2," ,7n,.}, 


显然 有 (0)E 包 ， 所 以 中 非 空 集 。 在 7 中 定义 中 序 “ 委 ”， 
T<!l, < ICl,. 
我 们 机 证 明 交 中 的 任意 链 {7 放 必 有 上 限 。 取 
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171= U1;, 


读者 试 证 7 是 一 理想 。 我 们 仅 证 af 全 7，1=1,2onw。 想 : 
老 a" E 1， 我 们 将 导出 一 矛 盾 。 因 为 7 = U 11， 所 以 必 有 一 适 


当 的 m， 使 a”E Tmn， 这 与 Jo 的 定义 相 违 。 如 此 ， 我 们 得 出 7E 
Sr . 

根据 Zorn 引 理 ， 在 .中 有 一 极 大 元 素 1 (并 不 一 定 是 一 个 极 
大 理想 )。 讽 着 cET。 假 若 上 和 都 不 属于 工 , 由 于 工 的 极 大 性 ， 
则 两 个 理想 、 

(b+I={db+i: d€ER, iEI) 
及 (cy+1={dc+ti: dE€ER, iET} 
都 不 属于 名 。 即 有 m,! 及 7,s 存在 ， 使 

a"=dib+r, m>0, rE1!, 

al=dc+s, {>0, seEli, 
两 式 相 乘 ， 得 

a™tt=(did,)beec+ dbs+dcr+rsel, 

此 是 一 了 矛盾。 所 以 ， 如 果 b 必 cE1， 必 有 bET 或 cE1， 即 1 是 案 
理 粗 。 

在 以 上 证 法 中 ， 今 4= 1， 如 法 取 2 的 极 大 元 来。 如 果 一 
理想 ] 宇 T， 则 必 有 31"=1， 于 是 帮 必 为 R。 所 以 理想 1 是 一 
个 极 大 理想 。 | 

定理 3.24 1) 设 R 是 一 交换 环 ，/ 是 一 理 人 外， 则 人 是 极 大 
理想 的 充 要 条 件 是 R/T 为 域 ， 

2) 设 丸 是 一 交换 环 ， 工 是 一 理想 。 则 了 工 是 数理 想 的 充 要 条 
件 是 R/ 为 整 环 。 ! 

证 明 1) 参考 例 12。 我们 含 0: R-=R/ 为 (典型 的 ) 环 
满 射 。 如果 J 为 R/T 的 虹 想 ， 则 p(X 有 即 7 的 象 源 ) 是 尺 的 旭 
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想 。 反 之 ， 设 理想 J 二 1， 则 pC 站 ( 即 /的 象 ) 足 R]A 的 理 旭 。 王 
是 ， 和 
R/T 是 域 亏 >R/1 仅 有 (0) 及 R/1 两 个 理想 
< 理想 1 三 1] 时 ， 必 有 7 了 = ! 或 三 R 
所 > 7 为 极 大 理想 。 


2) =->， 任 取 5,5ER/T， 我 们 令 E=p(a，5=p20)。， 赂 
有 
5=0<->aE1<->aeEl 或 bc 
<->5=0 或 5=0. 


< 一 , 设 a 必 ET。 则 9.5=0。 因 为 RJ1 是 整 环 ， 所 以 必 有 
a=0 或 5=0' 即 ael 或 el， | 

采 任 一 极 大 理想 了 必 是 素 理 想 。 

从 例 10 及 定理 1.4, 定 理 1.15 及 定理 3.9 等 处 ， 我 们 不 难 体会 ， 
一 个 理想 人 可 以 有 许多 不 同 的 生成 元 集 。 这 些 生 成 元 集 有 和 良 芳 之 
别 ， 而 其 丰 数 也 有 多 寒 之 分 。 有 一 类 特别 简单 的 环 是 “ 主 理想 
环 ”， 定 义 如 下 。 

定义 3.20 设 R 为 一 交换 环 。 如 果 R 中 的 理想 前 为 主 理想 ， 
即 此 由 一 个 元 夷 生成 的 ， 则 称 尺 为 生理 想 环 .如 果 R 同时 又 为 整 
环 ， 则 称 及 为 主 理 想 整 环 。 

例 13 ” 雳 环 是 主 理 想 环 ， 但 不 是 主 理想 整 . 环 。 设 天 是 任意 
域 ， 则 天 仅 有 两 个 理想 ，(0) 以 及 所 = (1)。 故 天 是 一 个 主 理想 整 


如 上 ， 设 乒 是 域 。 考 虑 天 Lx]，2 以 及 Z[i]。 定 理 1.4， 定 
理 1.15 及 定理 3.9 显 示 了 其 中 有 限 生成 的 理想 都 是 主 理想 。 其 实 ， 
我 们 可 以 用 同一 方法 证 明 ，K[x]J],Z 及 Qi 记 的 任意 理想 都 是 主 
理想 ， 我 们 证 明 天 [5 的 情形 ， 读 者 自 证 2 及 2[ 记 的 情形 ， 

(0) 羡 7 是 下 [ 纪 的 一 个 理想 。 念 A(X) 为 八 {0} 中 丈 数 最 低 
的 多 项 式 。 任 取 1《x)E 人 A 作 {0}， 则 根据 定理 3.9,， 存在 0GD)E 
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系 Lx]， 使 得 (d(x),f(x)) = (g(x))。 显 然 ， 我 们 有 

1) g(x) ECdx), 1x) ET 

2) g(x)|ad(x)=—=>deg g(x)<deg d(x), 
热 而 d(x) 的 次 数 已 是 最 低 的 了 ， 所 以 必 有 

3) deg g(x) = deg d(x)=—>d(x) =ag(x), aEK\{0}, 
也 即 d(x) 与 9C(x) 为 相 健 元 素 。 如 此 立 得 4Cx)1f(x)， 却 (Xx) EE 
《d(x))。 故 有 (d(x)) = 1 这样， 我 们 证 明了 K[xJ] 是 主 理 想 整 
环 。 

作为 非 主 理想 环 的 例子 ， 我 们 券 虑 天 [x, 势 。 今 工 = 《x,y)， 
时 了 工 非 一 主 理想 。 所 以 天 [x，, 妇 不 是 主 理想 环 。 | 

以 下 我 们 讨论 与 多 元 多 项 式 环 让 [Xi ,x2,… ,xnJ 极 有 关系 的 
某 一 类 环 。 l 

定义 3.21 设 R 为 一 交换 环 。 如果 的 任 一 理想 1 此 可 由 有 
跟 子 集 生 成 ， 则 称 尺 为 诺 德 球 。 

以 下 的 定理 给 出 诺 德 环 的 不 同 的 判别 条 件 。 

定理 3,25 “ 设 尺 为 一 交换 环 。 则 下 列 三 条 是 等 同 的 ， 

1) 的 任 一 理想 此 可 由 有 限 子 集 生成 ， . 

2) RR 的 理想 的 上 升 的 链 必 然 终止 ， 即 ， 如 有 下 列 的 链 ; 

LEC Ch ChunC, 
洪 中 1, 背 是 理想 ， 则 必 存 在 一 mm， 使 
I m= {nti=" ?多 

3) 极 大 原则 ， 如 果 名 是 怀 的 理想 的 一 个 非 实 集 合 ， 则 了 中 

必 有 一 极 大 的 理想 ， 即 ， 存 在 一 个 理想 TE FF， 使 
JCJTE7 一 > /=/。 
证 明 我们 条 取 循 环 证 法 ， 1) 一 > 2) 一 > 3) 一 > 1)， 
1)= 一 > 2) 。 如 有 下 列 上 升 的 馆 
TC CCI, 


今 1= Ui. 
t=l 


我 们 移 证 工 是 理想 。 今 
g = Shsfs, 
有 限 


共 中 f,.E1，hiER， 因 为 1 是 卫 ,[o,… ,1r,… 的 狐 果 ， 所 以 fi 全 
1;,， 比 处 是 适当 的 指标。 到 吉之 ni Yi 则 有 下 Elm, Vi 
因为 i 是 理想 ， 故 有 


g= DfiE( = nCl, | 


下 (站 一角 有 (D> 于 是 得 出 (D = 1， 也 即 了 是 一 理想 。 
我 位 假设 尽 适 合 条 件 1D) ， 则 了 工 有 一 个 有 限 的 生成 子 集 。 兮 
1 = (91, 9 ,g). 应 用 与 上 面相 同 的 方法 ， 可 证 存 在 一 由 ， 使 
gETn YI=1),2,…)。 于 是 了 = 17m=Tnii= mw。 
2) 一 > 3) 。 我 们 由 设 尺 适 合 条 件 2) ， 要 证 骨 尺 必 适 合 条 件 
3) 。 如 到 足 有 的 理想 的 一 个 莫 鹤 的 集合 。 在 稀 中 任 取 一 理想 
全 。 妇 时 并 非 级 大 ， 网 在 中 存在 一 7 使 


人 先 1,,。 
如 刘 在 中 开 非 极 大 ， 则 在 中 在 在 一 1s， 使 
人 oo 宇 1 


如 此 反复 选取 人 1;,… ,1r,…。 根 据 2》 ， 理 想 的 上 升 的 链 必然 
终止 ， 故 知 经 过 有 限 式 数 后 ， 狼人 极 大 理想 。 

3) 一 > 1) 。 我 们 假 淡 “ 极 大 原则 ”， 然 后 求证 1)。 设 工 是 
有 的 一 理想 。 在 工 中 任 取 一 居家 用， 则 在 CD， 细 隐 站 针 ， 
则 任 取 /ss 八 (J1)。 显 然 有 

DS fC 
如 果 J 三 (f1,fo)， 则 任 取 faE Ci,f2)。 经 过 nn 次 选 取 ff ; 
后 ， 我 们 有 
GE 
如 果 既 终 馆 有 . 
(SCfi,fa, ,fa), 
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出 今 
多 = {Cf Cj (Ce。 


在 此 非 空 集合 外 中， 显然 没有 极 大 的 理想 。 此 与 “ 极 大 原则 ?” 相 
了 矛盾 。 于 是 得 出 ， 经 过 有 限 步 又 后 ， 存 在 一 由 ， 使 
了 T= (fi, fo, ,fm), 
各 了 是 由 有 限 子 集 生成 的 。 | 
从 下 面 这 个 定理 ， 立 得 7n 元 多 项 式 环 K[xi,xs,…,xnj 是 诺 


德 环 。 
”定理 3.26( 着 尔 伯 特 基 定理 ) 设 R 是 诺 德 环 ， 则 一 元 多 项 式 
_ 环 R[x] 也 是 诸 德 环 ， 
证 明 任 取 RS 的 一 理想 7， 我 们 要 证 明了 有 一 个 有 限 生 
成 子 集 。 今 | 
Tn = {0n; 存在 ao+ax+…+anx"G 路 。 
我 们 先 证 是 及 的 理想 ， 


任 取 bE (TD)， 今 
b= > cians, caER，aniE1n。 
有 限 
设 与 ami 对 应 的 多 项 式 为 
att+ AX + e+ aniX" El, 
:册立 得 of(ao+ onx+ +anix")E 了。 欧 b= leiani El, 
了 [3 
如 anE1lIs， 令 与 其 对 应 的 多 项 式 为 40 + ax+，…+anr"E [, 
出 
Xx(ao + aXt em +anX") = A0X+aX + eo + anxX" tIES, 
于 是 有 anE fnsi。 故 14CIsw1。 如 此 ， 我 们 得 出 R 的 理想 的 -个 
上 升 的 链 ， 
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lo ChC ChiClaiCC", 
办 为 是 诺 德 环 ， 根 据 定理 3,25， 此 链 必 然 终 正 。 即 存在 一 太 ， 
.使 
ln=ilmt1= 

以 下 ， 我 们 将 选择 1 的 一 组 有 限 生成 子 集 。 

因为 RR 是 诺 德 环 ， 所 以 1 都 有 有 限 生 成 子 集 ， 对 [7 
-1m 分 别 到 它们 的 有 限 上 生成 子 集 : 

[y=(anisanes"" anls), n=0,1,2,°" ,i 

今 fn1;fn2，*… ,fni, 为 与 其 对 应 和 的 多 项 式 ， 盈 


fni=amttanvrt +anr" El, i=1,2,°" ,ln 


我 们 将 证 明 [= (forpo** for sfi sf sfnis "fni,). 
任 取 f(x) E11， 合 71(7) 的 展开 式 如 下 ， 

f(xX)=a0+tAdX++aX, a0, 

-我 们 对 (Xx) 的 次 数 进行 数学 归纳 法 。 如 果 4=0， 则 
f(x) =a El, = Cor for Efor", fni,). 
于 是 ， 我 们 假设 对 任何 式 数 小 于 4 的 多 项 式 g(xX)， 
gxD)E 1 全 9CD)E(Co ,fmi,), 

如 4 委 和 ， 因 为 aeE 1 = (ay ,ab ) ,所 以 存在 ci =1,2,* 
41g)， 和 使 


do = Din, 


和 
后 
只 


I(x) — DY eif silx) = g(x), 


则 有 g(x)E1 及 deg g(x) 达 9。 根 据 数 学 归纳 法 ， 就 有 
gx) EC1o ,fmi,), 
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f(x) = gx) + Do1oiCcD) E(1o jnr )， 


如 9 之 m， 六 为 ayg El, = (an yanl 所 以 存在 ci 二 于， 2 
jn)， 使 


= > ciant， 
f 
二 
于 是 ， 分 


/GD (Dorfnils) )e'-" = 9%), 
‘ 


则 有 gCx) EL 及 deg gC《x)< 之 9。 根 据 数学 归纳 法 ， 有 
g(x) 和 (for, fm) 
于 是 立 得 


/GD = 9 + (Bomilx) )rr" Ea, fm ). 1 


深 设 天 是 域 。 则 天 [zu Xx,"… ,xXnj 是 诺 德 环 。 
证 明 ”因为 KK 是 主 理想 环 ， 所 以 是 诺 德 丈 .用 数学 归纳 
法 ， 兮 尺 = 丰 [x1 ,Xo,… ,Xn-!j， 则 从 本 定理 并 得 本 条 。 1 | 
定理 3.27 设 了 则 R' 是 诺 德 环 。 
证 明 今 0: R->R’ 是 给 定 的 上 映射。 
1,= kerCp)., 
我 们 将 用 定理 3.25 的 第 二 个 条 件 ， 即 “上 升 的 链 必 然 终止 ”的 条 
件 ， 来 证 明了 /是 一 个 诺 德 环 。 
任 取 R' 的 理想 的 一 个 上 升 的 链 如 下 ， 
- CCuCTCI Cu, 
“ 合 f=p71《(14)， 即 也 的 象 源 ， 则 有 
ToCTCIACu CaCl Ce, 
因为 是 湛 德 环 ， 所 以 存在 m， 合 n= 1 了 nri="…。 扩 以 碍 
plm) DO so 
即 l=, 
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这 战 证 明了 有 /是 一 个 诺 德 环 。 | 
例 14” 定 坪 3,26 六 定理 3.27 证 明了 许多 环 都 是 湛 优 环 . 例 
如 ， 我 们 在 平面 上 了 下定 一 条 代数 曲线 ， 为 简 鲁 起 见 ， 即 分 此 代数 
盟 线 为 狂 引 ， 而 且 法 方程 式 为 
x2 a 1=0, aER, ac0, 
合 
1= (+ a ~ 1). 
任 取 王 多 项 式 了 x,y),9Cx,Y) E RCx;y]， 如 果 有 
CD = 9) -90 EL, 
则 显然 ，/ (x, 扩 与 90 力 在 类 六 上 上 各 点 的 值 篆 相等 。 反 之 ， 也 
此 两 多 项 式 在 类 别 上 各 点 的 得 丝 相 等 ， 我 们 要 证 明 
jz = (x,y) -9x, YET, 
多 项 式 <4 0 内- 显然 不 能 分 解 成 一 坎 式 的 乘积 。 如 时 
有 力 世 7， 因 2+as82 -1 与 jx, 妨 显然 无 次 数 大 于 堵 的 公 因 
元 。 按 照 册 东 定 理 ，Ax, 纺 =0 定 义 的 曲线 与 此 椭圆 只 有 有 限 个 
交点 。 于 是 ， 我 们 可 以 在 精 图 上 取 一 个 交点 之 外 的 点 (ap)。 如 
此 ， 则 有 一 
as + ai—1=0, hla, bi) = f(a,61) ~ ghar,b1) EO, 
这 与 原来 的 假设 不 合 ， 所 以 必然 有 
hx,y) = fx, - 9, WET, 
综 上 所 述 ， 我 们 有 
fx,5).96X, 四 在 李 到 上 各 点 的 秆 上 沸 相等 
<> f(x,y) -g(x,y) ET 
<=> fCx, 四 ,9(x, 四 在 商 环 REx, yA/ 中 
的 同一 等 价 子 集 之 中 。 
所 以 ， 我 们 称 RLx,yI/1 为 模 灵 上 的 代数 西数 环 。 定 理 3.27 证 明 
了 此 环 是 一 个 诺 德 丈 。 
例 15 ”我们 举 一 些 非 诺 德 环 的 例子 。 命 Ca 为 直线 尽 上 的 所 
有 连续 机 数 。 在 普通 和 的 加 法 与 采 法 之 下 ,Ca 成 为 一 交换 环 。 今 


171 


Ke 


Ts»= {fx): fcECa GD =0, Yi>n,i€ 2}, 
显然 有 一 永 不 终止 的 上 升 的 链 ， 
TE 
所 以 Ca 不 是 诺 德 环 。 
叉 如 ， 售 


五 [xi， Xa, 0 Xn 


-De ai i, Ma, "fs "ek), 


即 为 无 限 元 的 多 项 式 环 。 合 fn = (X1,X2,…,Xn)。 显 然 有 一 永 不 终 - 
正 的 链 
几 告 12 军政 导 Jn 和 1nn 和 后 。 


所 以 下 [x1, xX2,*…, xn,，…] 不 是 诺 德 环 ，1 
在 证 明 整 数 环 Z、 复 整数 环 Z[ 让 及 一 元 多 项 式 怀 K[x]— 
此 处 天 是 域 一 一 的 瞧 一 分 解 定 理 时 ， 我 们 总 是 先 证 明 Z, Qi 及 
用 [z] 是 主 理想 环 ， 然 后 由 此 导出 唯一 分 解 定理 , 我 们 把 以 前 的 步 
又 略 加 系统 化 ， 就 可 以 证 明 以 下 的 一 般 性 的 定理 了 。 
定理 3.28 设 R 是 一 个 主 理想 整 环 ， 则 RR 是 一 个 唯一 分 解 的 
证 明 ”我 们 先 证 明 分 解 的 存在 人 性。 这 里 我 们 只 用 到 只 是 一 
诺 德 环 一 一 一 个 主 理想 整 环 自 然 是 一 个 并 德 环 。 任 取 民 中 一 韭 尖 
非 可 递 的 元 素 a 。 如 果 4 不 可 分 解 ， 则 a=a 是 4 的 分 解 式 。 如 
果 4 可 分 解 威 5,， cj， 而 访 及 5 些 非 需 非 可 逆 ， 于 是 有 
a=bo, (C4) 持 4,), (VE), 
如 电 及 和 此 不 可 分 解 ， 则 上 式 即 a 的 分 解 式 。 反 之 ， 设 包 可 分 
解 成 2 da， 则 同样 地 有 
~ b= bd,, (b1) 持 (4;)， (至 (do)。 
如 此 反复 推论 ， 逐 步 分 解 。 如 始终 不 能 得 到 4a 的 分 解 式 ， 由 
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势必 有 一 永 不 终 业 的 上 升 的 链 
(qd) 宝 (0 家 (年 …… 军 (等 …。 
这 与 湛 德 环 的 性 质 ( 定 理 2,35) 相 韦 。 以 此 我 们 证 明了 诺 德 环 中 的 
任何 非 雾 非 可 逆 的 元 烷 缘 可 分 解 。 
关于 分 解 的 唯一 性 ， 请 读者 参考 第 一 童 §2,§ 5 及 第 三 章 8 3 
的 定理 3,4，3.10， 自 行 补足 。 
习 题 
证 明 Z[*] 不 是 主 理想 环 。 
设 S 是 一 个 整 环 但 不 是 域 ， 证 明 SLx] 不 是 主 理想 环 。 
证 明 2[ 让 是 一 个 主 理想 环 。 
证 明 Z[ 让 内 任 一 非 轿 素 理 想 都 是 极 大 理想 ， 
设 1= {a+ 姑 i: a,bE22Z}。 证明 2Z[ij/I 有 等 因 子 。 
6。 设 R 是 闭 区 间 [a, 幻 内 会 体 连续 画 数 关 于 画 数 加 法 、 乘 
法 所 成 的 环 ，o 是 [a, 忠 中 一 定点 ， 定 义 R 到 RR 的 映射 
9: f(x (0)., 

证 明 ”是 一 个 环 有 映射， 并 证 明 R/ker 9 同 构 于 R， 又 设 工 是 及 的 
理想 ，/ 志 {0},R。 则 存在 9E[a,b],， 使 对 一 世 f(x)E1， 有 
/C0) = 0。 

7. 设 尺 是 一 个 交换 环 ，/ 是 尺 的 素 理 想 ， 命 
I[x1= {ao taxt+e + anx": diE 门 。 
证 明 于 xj 是 R[xX]J 的 素 理 想 。 
8， 仿照 定理 3.26， 证 明 ， 如 果 只 是 诺 德 环 ， 则 形式 寡 级 数 
环 REx 了 也 是 诺 德 环 。 
9， 如 果 R 是 诺 德 丈 ， 证 明 RE[xi,… ,Xnj 书 是 一 个 诺 德 环 。 


10， 证 明 Qr[xz xz]= 【QECx,,… ,x 站 ] 不 是 诺 熏 


[2 


孙 ， 
11， 如 RR 是 道德 环 ， 是 R 的 理想 ， 证 明 R/T 也 是 诺 德 环 ， 
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12.。 如 Ri,R, 是 诺 德 环 ， 证 明 RDR;s 也 是 湛 德 环 。 

13.。 设 丸 是 诺 德 环 且 为 整 环 ， 忆 是 一 个 分 母系 ， 证 明 Ro 也 
是 一 个 诺 德 环 。 

14. 讽 忆 是 整 环 丸 的 一 个 分 母系 ， 了 是 与 忆 不 相交 的 理 想 . 
中 的 极 大 者 ， 即 理想 7 如 J 汪 [ID 去 。 证 明了 是 一 个 素 理 想 。 

15。 证 明 2Z[*x]j 的 每 一 个 极 大 理想 都 可 以 由 两 个 元 烷 生 成 。 

16。 证 明 有 限 整 环 必 是 域 。 

17。 写 出 Q[xjJ/Cx(x+1)(x+2)) 的 所 有 的 理想 。 

18。 证 明 诺 德 环 的 任意 非 老 理 想 本 必然 包含 有 限 多 个 柴 : 
理想 的 乘积 ， 

19。 求 Z[xJ/(4,x?) 的 基数 及 所 有 可 递 元 素 。 

20。 今 C(L0,1]) 是 财 区 间 [0, 匡 上 的 连续 画 数 环 ， 问 它 是 : 
否 为 诺 德 环 ? 

21.。 命 RR={aJb: a,bEZ，5b 不 被 2 或 3 整除 }， 问 R 是 否 
为 诺 德 环 ? 
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第 四 章 线性 代数 


1 向 量 空 间 


我 们 首 先 给 江 向 晤 罕 间 的 定义 如 下 ， 

定义 4.1 设 K 是 域 ， 一 个 非 宏 的 集合 VV， 如 适合 下 列 条 件 ， 
出 称 为 天 商量 空间 ， 或 简称 为 向 最 空间 

1) 在 V 中 有 项 法 C “+ ”)， 县 对 加 法 而 早 ,VY 是 一 交换 群 ， 
合共 筷 泡 为 0， 称 为 者 向 景 : 

2 ) 任 到 aEK，vEV， 有 一 双 项 运 算 一 一 通 常 称 为 乘法 
〖《 “2 ) 一 一 存在 ， 使 4.vEV 及 

1.v=9, 

此 处 1 是 的 乘法 购 么 元 (乘法 竹 号 “，” 经 常 忽略 不 写 )， 

3 》 这 四 各 运算 一 一 域 K 的 加 法 、 乘 法 ，V 的 加 法 及 K 与 V 
之 中 的 息 法 一 -适合 结合 律 及 分 配 律 ， 即 对 所 有 的 4,41,4: EK， 
vw tb2EY， 和 都 有 


(alas)2 = a CAV), (G1+a)V=aV+aD, . : 


a(vr+ vy) = AV GU2, 
如 时 站 为 天 容量 宗 间 ， 则 了 的 元 未 称 为 向 量 ， 天 的 元 夷 称 为 党 
量 , | . 
例 1 访 RRxR= {4,42):; 41,4sEER}， 定义 
(al az) + (bi1,b2) = a1 +b ,As+ b,), 
c(ai,A2a) = (ea,c4s), cER, 
也 是 x 大 记 为 情 向 吕 空 间 ， 其 规 向 量 巧 (0,0)。 在 此 向 量 空间 
内 ,加 法 可 以 网 解 如 下 ， 在 平面 上 取 点 (aaz) ,(b1,b。)。 以 箭头 过 
接 原 点 (0,0) 及 此 二 点 ， 作 一 平行 四 边 形 如 图 4.1。 连 接 原点 及 对 
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t+ +b,) 


项 点 ， 成 一 箭头 ， 则 稍 头 的 央 点 即 (ar+ a2,b+ bs)。 
司法 ， 我 们 可 以 任 取 一 域 K， 在 的 1 次 配 积 
K"*=KxKx.xK= {CQ1, 03, ,an): aiE kK} 
中 定义 
《al san) 十 《ba bn) 二 (a + b 2 Cn 十 bn)s 
Ca ;0429 ,0n) 一 《cai CQGa ,Can) (cE€EK) ’ 
则 KK? 成 为 上 向量 空 间 ， 其 堪 向 量 为 (0,0,… ,0)。 


我 们 也 可 以 取 天 的 可 数 无 限 式 的 直 积 天”， 
政 ”= 政 X 兵 XXX 天 Xe 


= {Ca as Ca yo) ai:€EK)}, 
在 其 中 定义 
《ai ;Qn ) 十 Cb, Cd Do》 = 《ai + bhi, ,an +bn 本 
CCalyash ap) = 《cai Cao ,Can ) CcEK), 
则 K”“ 成 为 向 量 实 间 ， 其 适 向 量 为 (0,0,*… 10，…)。 
例 2 设 环 R 乙 域 K。 则 RR 自然 成 为 一 向量 空间 。 这 因为 
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环 的 条 件 强 千 向 量 空间 的 条 件 。 
于 是 ， 多 元 多 项 式 环 大 [zayxza ,xs] 是 天 向 量 空间 ， 如 果 域 
LL 二 域 K， 则 上 是 向 量 空间 。 例 如 ，C 是 只 向量 空间 ， 只 是 @ 
向 量 空间 。 
倒 3 取 一 个 n 元 的 齐 次 线性 方程 组 如 下 ， 
QnX1+ aXat + AinXn = 0, 


Qo1X1 + G22Xot ot donXn = 0， 


QniXi1 十 QneX2s 十 十 QnnXn = 0, 


此 处 ai;EK(CK 为 域 )。 舍 
V = {(a1,02,°% ,4an) ERK": Xx) = QI ,Xn = Un 
是 上 面 方程 组 的 解 } ， 
则 显然 有 V3 (00,0,…,0)， 于 是 V 是非 宏 集 合 。 易 于 看 出 
a,hbEV—>athEeV, ca€V (cE RK), 
此 处 加 法 与 乘法 定义 同 于 天"。 不 难看 出 ， 了 是 向量 实 间 。 
例 4 取 一 个 齐 次 常 微分 方程 如 下 ， 


1 a nN a! 
Sa, 8 = (Dordir) 0 = LD =0, 


i=0 


此 处 a;€ R，f(x) 是 nn 次 可 微 实 醉 数 。 分 

V = {f(x): LCD)f(x) = 0，1(Gx) 是 m 次 可 微 画 数 } . 
则 有 0EV。 于 是 V 是 非 空 集合 。 在 V 中 定义 加 法 如 同一 般 画 数 
的 加 法 ， 定 义 实数 < 与 画 数 (x) 的 全 法 也 如 同一 般 的 乘法 。 不 
难看 出 ，V 是 RR 向 量 空间 。1 

线性 代数 的 起 源 是 解 线性 联 立 方程 组 一 一 齐 次 的 或 非 齐 次 
的 。 上 十 中 国 的 数学 书 《 九 章 算 术 》 《公元 一 世纪 以 前 ) 开创 了 线 
性 代数 的 先河 ， 这 本 书 的 方法 是 把 n 元 线性 联 立 方程 组 的 系数 
aij 取出 号 排 成 一 个 “方程 ” ， 也 即 现代 所 谓 的 “矩阵 ? 。《 九 | 
章 算 林 》 的 数学 术语 一 站 影响 到 现代 ， 含 有 变数 的 数学 等 式 被 称 
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为 “方程 式 ” ， 员 然 它 经 常 不 是 “ 方 2 的 。 
-从 天 向 量 空 肛 的 定义 里 ， 我 们 立刻 可 以 导出 
0 20.7=(0+0)7=0 .2 
赦 0.。2=(0.7r0 :人 -0.7=0.0-0.2=0， 
以 及 (~a vrav=(-a+awv=0.9=0, 
定义 4.2 设 品 是 K 册 量 宏 操 VY 的 子 集 。 如 果 恕 守 同 福 的 规 
法 及 乘法 构成 向 量 空间 ， 则 称 U 为 的 子 空间 。 设 S$ 全 ”的 子 
集 ， 包 含 5 的 的 展 小 的 子 守则 称 汶 写生 成 的 子 空间 ,六 为 <3>， 
3 称 为 <9> 的 生成 子 焦 式 生 成 元 焦 。 
讨论 如 S 是 窑 集 时 ，<5>》 自 然 是 过 宏 渣 {0} ,天 中 公有 和 零 向 
有 最。 如 8 不 是 空 集 时 ， 我 们 可 以 证 明 


《9> = D3 avi: 4a:Ck, vi€ S|. 
. 有 有限 | 
事实 上 ， 售 上 式 右 侧 为 U， 不 难看 出 ,U 确 为 一 包含 S 的 了 实 间 ， 
于 是 ， 要 证 明 上 式 ， 仅 须 证 明 任 一 包含 3 的 子 空间 必定 包 反 局 。 
如 此 ， 卫 自然 是 包含 的 最 小 的 子 密 间 了 了 , 设 L 是 包 合 9 的 -个 
子 容 间 ， 则 有 
SEU -HUEUR, YVES i 
PAVEU*, VaiEkK, vi€ES 
=—> 之 AviEU*, YaEk,, Vi€ES 
有 上限 
=—>UCU*, 


习题 
1 证 明 FL(Cn,R) 是 向 量 宏 间 。 . 
?2.。 证 明 域 上 的 所 有 次数 不 超过 9 的 一 区 多 项 并 要 成 内 晤 


3, 证 明 [0,1] 上 所 有 记 续 因数 构成 有 内 量 罕 间 。 


4。 证 明 [0,1] 上 无 限 可 微 画 数 的 集合 C<([0,1]) 构 戊 尺 启 
是 安 间 ， 

5 ， 设 站 是 向 县 空间 ， Ye ;Vn 是 Y 的 子 空间 。 定 义 Vy 
“Vn 的 和 为 

Vite t+ Vn= {0+. 

证 明 V+ +Vs 是 Y 的 子 空间 。 

6， FLCn,R) 中 所 有 第 ; 列 (ISi<n) 为 零 的 矩阵 的 集 合 梅 
成 子 空间 ， 以 Vi 表示 之 。 证 明 

FLOn,R)=Vit Vi (i 寺 ), 

7。 设 V 为 向 量 空间 ， 六 ,Vo,… ,Vr 为 子 空 间 。 如 果 了 = TY 
+ Vs+*…+Vs 且 V 中 任 一 元 素 4 能 唯一 地 表 成 G= w+ oa+… 
+ QnCaiEV4)， 则 称 V 是 总 ,VV,… ,Vr 的 站 和, 记 为 VY =VB 
Ya: 四 … 四 YY。( 这 样 的 了 ,Vs 称 为 了 的 起 和 因子 ) 。 证 明 下 渤 
三 条 是 等 价 的 ， 

(DV=V.@BVB%BVs 

CY V=VitVate+Vs Hataot e+ os =0 (ot 


Gn: caEiG= ,"" 1)}。 


V)—>0) =0CVYi= 1,2,… ,7), 亦 即 0 只 能 唯一 地 只 成 Vi =1, 


2， “…,n) 中 元 索 之 和 ， 
《3) 人 = 六 + 十 bs 十 Ya 且 


Vi Nn(B")) {0} (Yi= 1,2,% ,7), 


8。 在 通常 的 三 度 空间 中 取 定 一 直角 上 坐标 系 。 空间 中 的 点 的 
加 法 以 及 实数 与 点 的 染 法 如 常 ， 则 得 到 一 个 向 量 空间 。 证 明 过 原 
点 的 任 一 直线 以 及 平面 都 是 子 空 间 ， 反 之 ， 任 一 非 平凡 的 子 空 间 
必然 足 过 原点 的 直线 或 下 面试 列 画 三 度 空间 的 直 和 因子 之 间 的 
关 示 。 

9。 将 本 节 习 题 2 中 的 V 表 成 1 个 子 空间 的 直 和 《1 =2,3， 
。… , n), 
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10. 证 明 及 向 员 宏 间 FL(n, 有 R) 不 能 虽 成 仿 + 1 个 子 空间 的 
有 丰 '，。 

ii. 谈 V 是 由 nn 个 向 明生 成 的 向 量 空间 。 十 明 V 不 能 均 成 
多 于 ni 个子 洽 间 的 下 和 ， 

12。， 设 V=ViEVBw@BV .证 明 Vt Vt + Vn 车 VY。 
孝 有 子 空间 吕 妓 Vi， 证明)+ Vs+*…+Vs 不 是 下 和 。 设 U 是 任 
一 非 窜 子 窑 间 ， 证 有 明 V ,4+V;t…+Vs+U 不 是 下 和 ，。 


13， 伟 


V = 《QQ ,Qn): Qi t RO= 1 ,2,*° ,71) ， ai -中 ， 


f=l 


W = {(a,4, ,4): a€E R). 


证 明 R" =V@W。 试 解释 共 几 何 意义 ， 
14. 设 V 是 向 量 宏 间 , U0,W 是 其 子 空间 。 如 果 了 =UU， 
证 明 
V=U 或 V=W,， 
15。 证 明 无 限 域 上 的 向 量 空间 不 能 形成 有 限 允 个 因子 空间 
的 并 集 。 


82 基 及 维 数 


设 V 是 一 个 向 量 空间 ， 我 们 自然 有 <Y> =V， 也 有 即 V 是 V 
的 生成 元 集 。 所 以 生成 元 集 是 存在 的 

定义 4.5 设 S 是 一 个 内 量 宪 间 V 的 极 小 的 生成 元 集 ， 邯 
.3 适合 下 列 两 条 体 ， 

1) S 是 V 的 生成 元 集 : <S> =V， 

2 ) 任 取 bES， 则 恒 有 <S\fv}> 太 VY。 即 从 5 中 去 挤 任 何 一 
个 元 素 v， 则 余下 的 集合 不 构成 V 的 生成 元 集 ， 则 称 S 是 V 的 一 
纽 基 。 
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定义 4.4 设 5 是 向量 空间 VY 的 一 个 子 集 。 如 果 5 适 合 下 
列 条 件 ， 则 称 S 为 线性 无 关 集 ， 在 取 有 限 个 aEE，wES， 则 


> aiVi=0 秆 ， 必 有 Qi1=0，YVi。 


定理 4.1 设 S 是 向量 实 间 V 的 子 集 ， 则 下 列 的 三 条 件 是 
同等 的 ， 因 此 都 可 作为 基 的 定义 ， 

1) S 是 极 小 的 生成 元 和 集 

2 ) S 是 极 大 的 线性 无 关 集 ， 

3 ) S 是 线性 无 关 的 生成 元 集 ， 

证 明 1) 一 >2) 。 设 这 是 了 的 极 小 生成 元 集 。 如 有 

VT Ooo + 0 + GnVn = 0, 
共 中 vi E5，ai 不 全 为 老 。 不 妨 即 令 qi 地 0。 上 式 乘 以 ai , 今 
-bi=aiail， 则 得 下 式 ， 
vi -baVs— beVs—  — bvn =0， 

基 Vi = bv t+ Daves 十 十 DO 
我 们 将 证 明 SN{oy 也 是 了 的 生成 元 集 ， 如 此 ， 则 S 不 是 VV 的 极 
小 生成 元 集 ， 这 是 一 个 了 矛盾。 于 是 知道 8 是 一 个 线性 无 关 集 。 

任 取 vE<S>， 则 有 


v= eu OEK, u€S, 
有 限 
如 果 上 式 的 uj 此 与 不同 ， 则 自然 此 在 S\ tv} 中。 于 是 有 vE 
《<5\{V1}>。 如 果 有 一 4; 与 v1 相同， 不 妨 即 合 ui =v1,。 于 是 


v= + DOu = 6b t+ + bnVn) + Doius, 


此 武 右 侧 的 v1 及 4; 此 在 S\{51} 中 ， 所 以 仍 有 

, vE XS\ {V0}>, 
这 就 证 明了 S\{v1} 是 V 的 生成 元 集 。 这 个 巴 盾 现象 ， 说 明了 S 必 
然 是 线性 无 关 集 。 
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其 次 ， 我 们 要 证 明 8 是 “ 极 大 ”的 线性 和 无 关 集 。 对 于 任 一 - 
2EYVN\S。 因 为 S 是 了 的 生成 元 集 ， 所 以 "ES>， 即 存在 有 限 个 
rEK, 使 

了 = >) fii vi€sS, 
即 了 ， 
(一 11) +- Priv 0 Vv,VIESU {9}, 


上 式 的 首 项 条 数 ~1 寺 9， 由 此 证 明了 SU {v} 不 是 线性 无 关 集 ， 

2 )==> 1)。 设 S 是 一 个 极 大 的 线性 无 关 集 ， 我们 首先 要 证 
明 S 是 的 生成 元 集 ， 任 取 EVYNS， 则 SU{I 不 是 线性 无 关 
集 。 所 以 有 二 


av + aioi 反 0， aai(E 有 不 到 为 殴 ，o ES。 
有 限 
在 上 式 中 ， 必 然 有 4 夺 0。 否 则 此 式 可 以 写成 
a0 =0， ai(EK) 不 至 为 车，0i ES. 


这 与 9 是 线性 无 关 集 的 假设 不 合 。 合 51= -aia-!， 则 有 
y= > bivis Vi ES。 


即 vE<S>。 了 是 SO 史 oe 
必 有 oes eo 六 和 SET 于 是 有 下 式 ， 


y = > aiwis ai€ERk, ES\Y). 


移 项 后 ， 有 


-Dr Daw=0 VVIES, 
有 限 
在 上 式 中 ，“ 的 系数 - 1 六 0， 这 意味 着 S 不 是 线性 无 关 集 。 
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:矛盾 的 。 所 以 S 是 极 小 的 生成 元 集 。 
1),2) 一 > 3〉。 显然 ，3 ) 一 > 1) 。 读 者 自 证 。 | 
以 下 ， 我 们 要 用 第 一 性 $1 的 “Zorn 引 理 ” 来 证 明基 的 存在 
性 。 
定理 4,2 设 V 是 一 个 K 向 量 空间 ， 则 V 有 一 组 基 ， 
证明、 如果 站 是 圭 向 量 空间 {0}， 则 空 集 是 Y 的 基 。 一 般 情 
形 时 ， 取 .8 如 下 : . 
= {5: 5 是 V 中 的 线性 无 关 集 }。 
窒 集 J EF， 所 以 F 非 空 . 证 明了 5 非 疡 的 另 一 法 如 下 ， 已 设 
仇 半 0}， 任 取 vEV\{0}， 即 0 夺 0， 我 们 可 证 {0} € 多 ， 素 突 上 ， 
假若 {v} 不 是 线 无 关 集 ， 则 存在 0 三 a eK， 全 
av = (0, 
则 以 a-!， 得 
v= (a la =a (a) =a. 0=0, 
这 是 一 个 矛 丑 。 所 以 {v} E .9 ， 也 即 .9 是非 具 的 。 
在 8 中 定义 时 序 “<<” 如 下 ; 


S&S <> SCS,, 


任 取 一 链 多 C9。 今 

S=USi SiE 乡 。 
则 显然 有 

S>5,, VS1E ZS, 


我 们 要 证 明 S EF。 如 此 ， 则 S 是 9 多 的 上 限 ， 设 5 不 是 线性 无 关 
集 ， 虽 存在 不 全 为 才 的 41, 使 


Davi1=0, ajE KK, vjES= U Si, 
有 限 
分 VjESn, EY, 
图 为 终 是 一 链 ， 故 有 限 个 sw ,中 必 有 某 个 3; ,包含 基 余 的 ， 不 妨 
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合 此 为 S1E C98。 于 是 有 
Doi03=0, qjEk 不 全 为 需 ，UjE S1E .9， 


此 是 一 矛盾 。 故 得 9 E 7。 
我 们 验证 了 Zorn 引 理 的 条 件 。 子 是 根据 Zorna 引 理 的 结 者 论 ， :多 
中 至 少 有 一 极 关 的 线性 无 关 集 8 。 由 定理 4.1， 此 $ 必然 是 7 的 
基 ， | 
下 面 这 个 引 理 将 要 用 于 建立 向 县 空间 的 “ 维 数 ”的 概念 。 
引 理 ”给 定 一 个 向 量 空间 Y ， 一 个 生成 元 集 $ 及 一 个 线性 无 
关 集 8 7“。 则 我 们 恒 有 
S 的 基数 宇 S “的 基数 。 
证 明 ”我 们 用 Zorn 引 理 。 考 虑 如 下 的 集合 
={(T,p,T'): TCS，7T CS ，p 是 自 了 到 
了 /的 单 满 映 射 ，TnCSA7 7 = 空 集 ， 
TU(S 人 AT ) 是 线性 无 关 集 }。 | 
这 个 集合 9 的 元 素 (T ,Pp,T')》 可 以 理解 成 用 S 的 子 集 了 来 蔡 换 8 
的 子 集 T'，p 的 作用 是 保证 TT 与’ 的 菇 数 相同 。 要 证 明 本 引 理 ， 
无 非 是 要 证 明 .F 中 有 一 元 素 (T 了 ,PpP,S’)， 如 此 ， 则 5S 与 S 的 一 个 
子 华 了 同 基数 ， 而 这 恰 是 集合 诊 中 下 列 不 等 式 的 定义 ， 
S 的 基数 之 S “的 基数 。 
我 们 首先 更 验证 Zorn 引 理 的 条 件 。 今 了 = 空 焦 ，7 = 空 集 ， 
P= 宏 映 射 ， 则 自然 有 (T,p,T')EF， 故 不 是 寄 集 ， 
在 到 中 定义 补 序 “ 委 ” 如 下 : 
(Ti,p1, TO) SET, ,ps, TY) 
<>T CT,, TCTs, Hp2slt) =p1(t), ViET,, 
不 难看 岂 ，“ 志 ”符合 尘 序 的 定义 。 在 匀 出 任 取 一 链 {C7i,p， 
T')}。 我 们 要 证 明 此 链 存 F 中 有 上 限 。 合 站 = UTi,7T = UT',， 
P 的 定义 如 下 : 
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OOD=pi(D， EtET 
如 龙 十 明 (T,p,T 在 多 中 ， 则 它 自 然 是 该 链 的 上 限 。 
不 难 乔 出 ，7TCS，T’CS’，p 是 由 了 到 T' 的 单 满 映射 。 我 
们 来 还 明天 人 (ST 是 襟 集 。 如 果 tETNCS^\T'), 则 teET= 
U7。 于 是 存在 一 确定 的 1 ， 使 iE TI。 然 而 
S\T’CSM\T', 
于 是 :ET 由 (S\NT1) = 宏 集 ， 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 TN CS^\T’'》 
是 袜 集 。 其 次 ， 我 们 要 证 明 7 了 UCS\T' 是 线性 无 关 集 ， 任 取 有 
限 4 i se,ts, ,tnETUCS’ \7), 不 妨 设 t,t ,t1ET, fts 
,tn ES\T')., 于 是 ， 适当 地 选 先 取 mj;(} =1, 2，， …， 门 后 ， 有 
iETh,,, ts ETm,, “0 tiETn,,. 
因为 {CTi,p,T1)} 是 一 链 ， 所 以 有 一 + ， 使 得 
Tn, CT,, Tn, CT,, “0, Tn, CT 
如 工 还 明 ， 我 们 有 
S\T’CS’\T,, 
所 以 得 出 
tsbaso tlt tnE THY CS\T,). 


但 是 T,U CS‘\T' 是 线性 无 关 集 ， 所 以 tl, ta， “ty 线性 无 关 。 
于 是 了 7UCSNT 是 线性 无 交集 。 我 们 完满 地 证 明了 (7T,p,T7E 
了 7。 

以 上 验证 了 Zorn 引 理 的 条 件 。 根 据 Zorn 引 理 ，. 多 中 有 一 极 
大 元 素 ( 了 ,7,T')。 我 们 只 要 证 明了 =S’ 成立， 则 本 引 理 即 得 . 
证 。 

人 即 S 人 PD' 是 非 安 的 。 仿 Ss ES‘^T'， 因 为 TU 

人) 是 线性 无 关 集 ， 所 以 


SEE<2> = 了 生成 的 于 宏 间 ， 
故 <7> 寺 VY =《S>。 
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于 是 S 中 至 少 有 一 元 素 s， 使 
sex7>, 
即 {5} U 人 为 纵 性 无 关 集 ， 我 们 考虑 两 种 可 能 ， 
1) seE<TUCS\T')>, 
2) s€E<TU (SA\T')>., 
在 1) 的 情形 下 , 倒 T*={s}UT，(T*)' = {s} UU 0* 定义 
如 下 ， 
p*(t) =PC()， ”如 果 i 广 s， 
p*(s) =s’, 
弄 不 难看 出 CT*,p*,(7T*)/) EF， 而 且 有 
(TD,p,T’) LT , pt*, (CT*)’), 
踊 与 全 ,77 是 极 大 元 素 相 矛盾 ， 这 是 不 可 能 的 。 
在 情形 2) 下 ，s 可 以 表 成 PU (S\NZ') 中 有 限 多 个 元 素 的 线 
性 组 合 ， 即 


(1) s= Datit Dots, HET, WESN\D, 
i i 


其 中 a;,b; 显然 不 至 为 零 。 进 而 言 之 ， 如 果 bj 全 为 需 ， 则 与 {5} 
U 为 线性 无 关 集 矛盾 。 所 以 至 少 有 一 个 与 不 为 需 ， 不 妨 即 合 
守 0。 于 是 我 们 全 T*= {8} UP，CT*) "= {1}UT’， 再 定义 p* 
如 下 : 
p*(t) = Plt)， 如 果 it 主 s， 
p*(s) = 可 
我 们 要 征明 (CT*,p*,《T*)')EF。 以 下 仅 证 明 TT*U (S(T*)*) 
是 线性 无 关 集 ， 读 者 自 证 其 余 各 点 。 
设 有 一 个 线性 方程 式 如 下 ， 其 中 系数 "0 05 不 全 为 需 ; 
《2) as: Datit DPitt=0, ET, WES\T*), 
t i+1 
由 至 US 人 人 是 线性 无 关 集 ， 可 知 "-0。 然后 由 (1),(2) 两 式 ， 
得 
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2 0ar + Obi + abts +. 27 Oby + BL, = 


在 紫 臣 中 ob 点 0， 而 生疏 羽生 US 人 人 人)。 但 全 UCS AZ 7) 是 
线性 无 关 集 ， 这 样 ， 得 出 一 个 矛盾 。 于 是 ， 不 可 能 有 (2) 式 存在 ， 
也 好 T*U (S(T*)') 是 线性 无 关 集 ， 
显然 ， 我 们 有 
(PD,p,T YLT, p*, CT*)’), 
此 与 (7,P, 了 ') 足 极 大 元 来 的 事实 相 蔬 盾 ， 
综 上 记述，T' =S/，] 
如 果 在 向 量 空间 7 中 ， 任 取 两 组 基 S 及 S'。 则 根据 上 面 角 
引 理 ， 我 们 得 出 
5 的 基数 二 5 /的 臣 数 ， 
”5 /的 基数 汪 5 的 基数 
根据 集合 论 中 基数 的 大 小 的 比较 法 则 (参考 豪 斯 道夫 的 《 集 诊 >》)， 
有 
S 的 基数 = “的 基数 。 
于 是 我 们 有 
定理 4.3 下 向 量 空间 ”的 任意 两 组 基 都 有 相同 的 基数 。 这 
个 共同 的 基数 称 为 VY 的 维 数 , 用 符号 dimkY 或 dimyY 表示 之 。 | 
例 5 今 
Ps(R)= {f(x): f(x)E REx], deg f(x) <n}, 
不 淮 和 看 时 {1 ,XY,… ,x 是 Pn《R) 的 其 。 于 足 ， 我 们 有 
dim P.(R)=n+t1, 


我 们 分 


fu = De m+), 


则 有 ; deg fmlx) =m, 
不 难看 由 {fo=1,fi1,f2,*w ,fn} 也是 PCR) 的 基 。 这 是 部 守 散 在 
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《授时 历 》(1280 年 ) 中 首先 使 用 的 一 组 基 。 这 组 基 的 方便 之 处 可 
世 叙 明 如 下 。 为 简明 起 见 ， 不 妨 令 = 3。 任 取 jxz)E PCR)， 其 
里 开 式 征 


f(x) = a0 + Ax+ a( 直 x(x— D) os (Bre 1) (x = 2)). 


在 测定 这 个 多 项 式 的 未 数 时 (例如 每 日 午夜 ， 观 测 基 种 天 象 ) 可 取 
x 二 0,1,2,3。 则 数据 1C0) ,了 (1) ,fC2) ,fC3) 应 有 下 列 关 系 
{C0) = 40， f(1)= Qo0+ da, 
12) =ao+2a+a， f(3)=a0t+3a+ 34+ a4, 
细心 的 读者 可 以 注意 到 ， 上 列 的 系数 即 “ 二 项 展开 式 ” 的 系数 。 
定义 一 阶 差 分 4 (27 如 下 ;， 
4(0) = 101) -1060) = an 
A411) = fC02) = 1(1) =a+ay 
41C2) = 1(3) -1(2) = a1 +242 + as。 
所 得 的 系数 又 是 “二 项 展开 式 ” 的 系数 。 定 义 二 阶 盖 分 42(x) 如 
下 ; 
A,C0) = 41(1) -4(00) = ao 
hs(1) = 4,(2) ~ A(1) = as+as。 
汪 法 定义 三 阶 差 分 4(x) 如 下 ， 
243(0) = 4,(1) ~ 4,(0) = 4a。 
于 是 我 们 有 下 列 展 开 式 : 


fx) =f(0) + 40 + 42C0) (Bx) ) 
+ 4 :0 人 5 DD) 


上 而 这 个 方法 的 好 处 是 仅 须 把 各 点 的 机 数值 近 次 相 减 ， 便 可 得 到 
本数 /2 的 各 项 系数 。 

对 于 维 数 ， 我 们 有 下 面 关 于 儿 何 性 质 的 定理 。 这 里 仅 证 明 有 
很 维 数 的 情形 
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定理 4.4 设 已 及 厂 是 一 有 限 维 数 的 向 量 空间 Y 的 子 空 局， 
我 们 恒 有 
dimU + dimW = dim<U JW> + dim(U NW). 
证 明 不 妨 即 全 《CU UW>=V。 显然 的 ，U 间 W 也 是 V 的 子 窒 
间 ， 取 U 几 玉 的 一 组 基 {v1,… ,v1} 在 0 及 WW 中 分 别 将 {1,*… ,51} 
扩充 成 极 大 的 线性 无 关 集 ， 如 此 成 为 U 及 W 的 基 如 下 ， 
是 0 的 基 ， 
{p 0 Wm} 是 WW 的 基 ， 
我 们 将 征明 {v),… VEU Un WE ;Wm} 是 Y 的 基 ， 如 此 ， 
则 得 出 
dimU + dimW =n+m=n+m~—0)+! 
=dimV + dim(U NW) 
=dimU UW>+ dim(U NW), 
我 们 先 证 这 是 线性 无 关 集 。 设 有 线性 方程 式 如 下 ， 


> ai 上 >， bjuj+ DY erw =0。 
1 i Pa | 
合 r= > aivit >》 bjuj= - Florwe 
i i 4 


则 veEUNW, 故 5 可 以 写成 2divi 代 大 上 式 ， 得 


>») divs 十 Dy Crwe = 0。 
i 下 


因为 {Vi,wk} 是 不 的 基 ， 所 以 
di=0, ck=0， V di,Ck, 
故 


Davit DB bjuj= 一 Dl erwk=0, 
i i k 


双 因 为 {V1,u 让 是 U 的 基 ， 所 以 
ai =0, bj = 0， Vai,bj, 
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如 此 我 们 证 明了 人 DE Hs , Un, Wr ;Wm} 是 一 个 线性 
其 次 , 我 们 要 证 明 这 是 一 个 极 大 的 小 性 元 关 集 。 任 取 v EV = 
<UUW>， 则 有 
v= Syoarus + DBiw', ut EU, wiEW, 


把 吉 及 壤 表 成 给 定 的 两 组 共 的 展开 式 ， 代 入 上 式 ， 得 
v= Pov 十 2 Bio 了 > Yi 


这 说 明 2,015V15 二 ,tn ,wit1 yom} 是 线性 相关 集 。 故 
{oi VU U1415"” Wm] 是 极 大 的 线性 无 美 集 ， 即 是 
VV 的 基 , | i 
习题 

1。 视 K[x] 为 域 K 上 的 向 量 密 间 。 设 有 jz) € K[x](i=1， 
了 2,…,n)， 且 deg fi 两 两 不 司 ， 证 明 f1;f,,… ,fs 线性 无 关 ， 

2. 在 上 题 中 将 deg 换 成 ord, 证 明 同 样 的 结论 。 

3， 设 4,b,cEC， 三 向 量 (1,4,4?), (1,b,b?),(1,c,0?) 线 性 
无 关 的 充 要 条 件 是 什么 ? 

4. 找 出 RR: 中 四 个 向 量 (1 ,2,3),(4,5,6),(7,8,9),(10,11, 
12) 中 的 所 有 极 大 线性 无 关 组 ， 


5。 今 
V =| (oa an) : aER, Dai=0 }. 
并 
找 则 VY 的 一 组 R 基 ， 


6， 念 忆 = Z722Z( 两 个 元 索 构 成 的 域 )， 站 是 一 个 四 维 下 向 量 
- 徐 间 。，Y 中 有 多 少 元 素 ? 有 几 组 不 同 的 基 ? 

7. 设 关 为 无 限 域 ，Y 为 天 向 量 窗 间 。 证 册 耻 有 无 穷 多 组 不 
洞 的 基 。 1 
190 友 


8 3 设 Y 蚌 玫 向量 空 间 ，{8i,s so) 为 Y 的 一 组 基 。 合 

四 = 41181 + Q2182 + + dniEns 
”= a1081 + dooEo + oe + AnoE 

(六) 2 O151 tT Oar62 t " n2Eny ayek. 


Cn=ane1t Ganest "+ UnnEn, 


证 明 { 2)} 是 Y 的 基 入 >>( 头 ) 式 右 端 系数 行列 式 去 0。 

9， 设 有 Rs 中 的 大 个 向 量 sl = (1,0,0)，ss = (0,1,0)，ées = 
(0,0,1), $1=(-1,1,1), ta=(1,—1,1), 83=(1,1,~1), 

(1) 证 明 {#1,82,53} 是 一 组 基 ， 

(2) 将 E152,53 表 成 81 ,58,53 的 线性 组 合 ， 

(3) 将 xlsi+xass+xsss 表 成 ea ea 的 线性 组 合 ( 这 里 xiyxs， 
xcER)， 进 而 总 结 出 坐标 变换 公式 ， 

10， 设 耻 是 向 量 空间 ， 了 ,W 是 站 的 子 空间 。 证 明 

UW 是 惠 和 <>dim(U +W) = dimU + dimW， 

11.， 求 元 素 取 自 C 的 所 有 nxn 对称 年 阵 所 构成 的 C 向 量 空间 
V 的 稚 数 及 元 素 在 C 站 的 所 有 tx 1 反对 称 矩 阵 所 构成 的 C 向 量 襟 - 
间 玉 的 维 数 。 证明 FL(n,C) =V@W, 

12. 设 . 

U={(a,as, ,2n) EC d=40=%" =an=0), 

W= {C01,49,° ,09n) EC : ajy=anri VI=1,2,0 ND)},. 
证 昭 U 和 W 都 是 C*" 的 子 空 闻 ， 且 C" =U@W。 

13.。 设 Y 为 向 景宗 间 ， 且 了 = 凡 引 六 下 … 息 办。 证 明了 
YY 的 基 的 上 并 集 是 了 的 一 组 基 。 


$ 5 ”线性 变换 及 矩阵 


代数 学 的 贞 心 各 灶 之 一 是 研究 各 代数 实体 全 的 关系 ， 在 线性 
代数 的 范围 内 ， 我 们 要 研究 向 量 空间 移 线 性 变换 ， 基 定义 和 如下: 
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定义 4.5 谈 了 是 自 天 向 晤 空间 到 天 向 量 空间 多 的 一 个 映 
射 ， 此 处 乓 是 一 域 。 如 果 了 工 适合 下 列 条 件 ， 则 称 工 是 一 个 线性 
变换 (或 简称 线性 变换 ): 

1) Ti+ v0) =T (0) + (Ca)， Yr,V EV, 

2) Tl(av) =aT(r), va€EK, veEV. 

例 6 设 V = R’,W = R?, T (a1,42,43) = (41,92)。 不 难看 出 ， 
丁 是 一 个 线性 变换 。 这 是 从 三 维 实 间 Rs 到 平面 R? 的 投影 . 

设 V =W = R?， 了 是 以 原点 为 旋转 心 ， 旋转 角 为 9 的 旋 针 。 不 
个 线性 变换 。 

入 V=W=C*《R)， 即 一 一 元 无 限 头 可 微 灾 画 数 集合 。 含 忆 为 

估算， 即 t/dx， 鞭 作用 如 下 : 


DE) = HD = 六 co， 
则 DD 是 一 个 线性 变换 ， z 
说 V=W -CCR)， 即 一 元 迁 续 实 机 数 入 合 。 信 | 为 上 限 不 
定 的 积分 (不 妨 定 其 下 限 为 震 )， 即 


[ceo- | rcepar， 


则 | 是 一 个 线性 变换 , 


例 7 解 多 元 联 立 一 次 方程 组 , 可 以 理解 成 线性 变换 的 问题 ， 
.我 们 取 三 元 联 立 一 次 方程 组 为 例 ， 


CI11X1 十 Qi3X2 + Q13X3 = bi 
| doiX1 + QazXa + G2aXs = bs 


ds1X1+ G32X2 + Q33X3 = ba。 
这 组 方程 式 的 系数 41; 决 定 一 个 线性 变换 4: Rs 一 RR 我 们 把 R 
出 的 向 量 写成 三 行 一 列 的 答 阵 
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Ql1X1 + QI2X2 + Q13X3 | 


Go2tXHi 十 Q22X2 + dsaXa 


. 
i 


加 
i 


Xx, 
兮 人 Xs, 
Xs 


于 是 ， 原 线性 方程 组 可 以 写成 下 


人 + Gyox2 + asaxXa J 


如 此 ， 则 有 


TT 心 
~ ~ 


[| 
攻 xX, |EA- i | 的 象 源 。 
L Xs | b, 
各 采 此 象 源 为 非 空 的 ， 则 原 方程 组 有 解 。] 

给 定 上 向 量 实 间 V 及 W， 考 虑 所 有 自 V 到 W 的 线性 变换 的 集 
仿 ， 以 Homx(V ,W) 表 示 之 ， 在 此 集合 内 ， 我 们 可 以 引入 一 种 自 
然 的 KE 向 量 空间 的 结构 如 下 : 

设 T Ts ,TE Hom (CV .W), aEK， 定 义 
T+TOC=TI) + TD) vveV, 
CaT)(v) =aT(), VEV， 

不 难看 出 ，Homxk(V ,W ) 成 为 向量 空间 。 
如 果 V= 玉 ,我们 在 Homx(V,V) 中 ， 千 可 引 和 大 一 个 乘法 如 


~ 
ww 


下 : 
TDi» Tv) = TT,0)), 
共 中 人 ,TC HomkCV ,V)，vEV。 对 于 此 乘法 ， 如 下 定义 的 勾 
线性 变换 / 
1(v) = 2 yuEV 
中 然 疡 乘法 的 么 元 。 不 难看 出 ，Homx(Y ,Y) 成 为 一 环 ， 综 上 所 
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定理 4.5 Homx(V,W) 是 KK 向 量 空间 ,Homx(V ,V) 是 环 .1 
我 们 任 取 站 的 -组 大 {vi} 及 W 的 一 组 基 {wi}。 定 义 线性 变 
换 4 如 T: 


A;(9,) =6'wj, 
1， 如 有 果 1= 5S， 
其 中 5 = 
0， ” 如果! 三 s。 


定理 4.6 如 果 dimyY =nc<eo，dimW =m<co， 则 (41 且 
Homx(V ,W) 的 一 组 基 ， 于 是 
dim Homx(V ,W) = (dimV) (dimW) =nm, 
证 明 1) 我 们 首先 证 明 {4 分 是 线性 无 关 集 。 设 有 一 线性 廊 
程式 如 下 ，、 


ad’ = 0， 


共 中 0 表示 等 线 性 变换 ， 则 对 任意 的 s ， 有 
2 aij 41 (pe) = 001= 0, 
因为 {ww} 是 基 ， 所 以 得 出 
asf=0, Vs,)。 
2 我 们 要 证 明 {4 人 是 一 个 此 成 元 集 , 任 取 T ETomx(V ,W)， 
设 TC = Bbw 取 T' 如 下 ， 


了 = 了 一 Dd. 
te 
立 得 
TCD = TO0) ~ Dy OIC 


4z7 ， 
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= 3b,, 山 ) 一 550i=0 
任 取 = csos， 则 有 77(o) = > ojT' (vs) = 0。 所 以 


"Db! =0, 


上 式 证 明了 {4! } 是 生 皮 元 集 。 根据 定理 4. 1 的 3)， 即 可 知 {44)》 是 
Homx(V , 灰 ) 的 一 纽 基 ，】 

讨论 ”如果 Y = 歼 及 dimY = co 时 ，{4 分 不 是 生成 元 集 。 例 
如 ， 乘 法 的 女 元 ! 只 能 写成 i : 

1 1- 3 

而 上 式 取 和 时 有 无 限 多 项 ， 在 椒 谈 极 限 称 念 时 ， 我 们 不 能 取 无 限 
多 项 的 和 ;因此 .上 式 是 没有 意义 的 ,4 : 

从 抽象 的 代数 实体 ， 到 具体 的 代数 模型 ， 我 们 需要 寻求 一 种 
“表示 法 ”或 “坐标 系 ”。 为 此 我 们 引入 如 下 的 定义 。 

定义 4.6 设 p:V=>W 为 线性 变换 。 如 果 p 为 满 单 映 射 时 ， 
则 称 为 同 构 。 如 果 p 为 同 构 ， 且 W =K*， 则 称 p 为 V 的 一 种 表示 
:法 或 华 标 条 。 ; 

讨论 了 知 果 0 为 间 履 ， 则 其 递 映射 07! 也 是 线性 变换 ， 因 
.此 也 是 同 构 。 

2) 如 果 p: V 一 W 是 同 构 ， 合 {vi} 是 V 的 一 组 基 ， 则 不 难 夏 
击 {pC9i)} 是 W 的 一 组 基 。 因此 我 们 恒 有 

dimV = dimW, 

反之， 容易 看 出 ， 如 果 V 和 WW 都 是 K 向 量 空间 ,和 且 dimV = dimW， 
则 V 和 W 之 间 存在 一 个 同 构 ， 

3) 如 果 dimV = co， 我 们 可 以 用 其 的 向 量 罕 间 当成 代数 模 
型， 得 出 VY 的 表示 法 或 坐标 未。 
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定 班 4.7 1) 设 dimV =n<ce，{o)} 是 Y 的 一 组 基 。 则 如 下 
的 0v: VK' 是 V 的 -一 种 烛 示 法 ( 举 标 水 )。 


al 


“(5 az = Ek", 


a 


2) 设 dimW =n 之 co0，dimV =n 之 oo。 定义 po: V>K' 如 
上 。 设 {w 站 是 WW 的 一 组 基 ， 同 法 定义 pw: W->K" 如 下 ， 


(5 bws) = b, EKn。 


则 po ,pw 自然 引 生 Homx(Y ,W) 的 一 种 表示 法 povw 如 下 ， 
pvw: Homx(V,W)~—~Homx(K",K") =FL(m,n,K). 


0 0 0 0 *» 0 


0 0 0 0 … 0 
puou(4 =| 0 0 10 .0|: EHomxCK",K"), 
0 See 0 0 0 aee 0 


op P00 P09 09 Hus Sot ene Pe 98 one 


0 0 0 0 » 0 mx 
pvw 2011A!) = Depvw (A!) 
C1 C12 *** Cin 


C2] C22 “02n 


= EHomxgc(K* ,KkK"). 
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圭 画 的 坟 行 和 9 多 的 矩阵 中 ， 除 了 第 / 行 第 i 列 的 元 索 为 1 以 外 ，、 
矢 余 的 元 素 骨 为 替 。 在 这 里 ， 我 们 已 把 Hom CK*,K") 认 同 为 m x nn 
阶 算 阵 的 发 合 FLCm ,nm 天》。 

3) 以 上 我 们 定义 的 puw 适 含 下 列 的 关系 式 ， 对 任意 的 TE 
Hemx(Y ,W)， 有 

TO = p71pow (Tpo CH), YuEV. 

也 即 是 使 下 列 图 形 是 “交换 的 ?一 一 顺 着 不 同 的 箭头 所 指 的 路 线 ， 
依次 使 岗 射 作用 ， 则 恒 得 间 一 结果 ， 


VW 
i TQ) = Pp% Pw (TP, Cu) 


| 
Py | | | 
| 路 - 
PU) 上 一 一 一 pu (T) plu) | 


vw(T) 


i 


4) 当 V=WH 时 ， 合 FLCn,K)=FL(n,n,K), 以 上 定义 的 
Pvv 也 保持 乘法 ， 即 
pvv (T° Te) =pvv (TD) pou Te), 
上 式 右 侧 的 乘 法 是 一 般 矩 阵 的 乘法 ， 于 是 
puo: Homx(V,V)-—>FL(n,K) 
是 两 环 的 一 个 同 构 。 
证 明 读者 自 证 之 。 | 
在 代数 学 中 ， 两 个 同 构 的 数学 实体 常 被 认为 是 相同 的 。 在 这 
种 意 闵 下 ， 研 究 有 限 维 的 KK 向量 空间 Y ,不 ， 以 及 由 了 到 剑 的 线 
性 变换 集 Homr(Y ,W)， 就 是 研究 K",K" 及 FLCm,n,K)。 很 
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显然 ,一个 线性 变换 的 短 阵 起 示 式 Ppw《T) 屁 随 站 的 基 {oij 及 多 
的 基 {w 计 的 选取 而 变化 的 。 同一 线 性 变换 7 的 不 同 的 第 阵 均 示 寂 
之 间 ， 适 合 下 面 的 定理 。 

定理 4.8. 任 取 V 的 两 组 基 {oij,{0， 环 的 两 组 基 {uoj， 
{wi}, 售 TEHomk(Y ,W), 则 有 下 列 关系 式 (参考 定理 4.7); 


FPF=ps1pvw(T)po = pid pv w (T) pv, ， 
郝 pyw(T) = (pupid) py, w (T) po pr '), 
呈 处 pwp51:K"->K"，pos ps1:K"->K" 是 两 个 自 同 构 。 反 之， 
设 4: K"->K"，B: K"->K" 是 两 个 自 间 移 ， 则 VY 有 一 组 基 {v1}， 
WW 有 一 组 基 {w?}， 使 
pupid = A,. po*pr =.B-!, 
pvw CT )=ACporwr CT BI, 

: 证 明 我 们 仅 证 明 其 后 半 部 。 前 件 部 是 自明 的 ， 如 果 我 们 衣 
证 明 存 在 一 组 基 {w?}， 使 pwpz! = 4。 则 同 法 可 证 存在 一 组 基 
{0°), 使 pops3=B。 于 是 有 ， x* 

pv*ps! = 有 
pywCT)= ACpyry* (TT) BT, 
如 此 ， 则 本 定理 得 证 。 
因为 4 是 K" 的 自 同 构 ， 所以 共 泛 线性 变 折 4- 是 存在 的 。 
分 别 写 出 4 及 4-! 如 下 ， 


Ql oe lm Cl Cm | 
A= eseo0 vor eos soo ». 4A-1 = ee ese oo 
dmi! oe Amm ， “ Cr1 机 (mm - 


1 0 0 
AA-1=A"A=1 0 |! ”| -1 
0 0 1 


V1 ~ 
wi = 2) ass, 1=1,2,°,m, 
3 


或 写 为 ， - 
wi Zanws | 
只 
ws > Zws ~ A” ws 
[4 ™ bd 一 » 
: 3 
w=- Zamwe Wm 
Ql 《21 m1 
Gls U22 lm2 
其 A” = 
中 志和 利夫 间 当 全 下 La 站 
dim dynm, Gmm 


。 . 
庚 ] 1 Berws 

WwW, 1 Besaw, 
|= A)r -| 一 2 | 
Wm Ww” Blcsmws 


(请 注意 (47)-! = (4-07。) 显然 可 证 {w 外 是 W 的 一 组 基 ， 于 是 
pwp23:K">K" 是 K" 的 一 个 自 同 构 ， 我 们 要 证 明 这 个 自 同 构 
与 A 是 相等 的 。 首 先 我 们 用 这 两 个 自 向 构 作 用 在 K" 的 标准 基 


二， 即 
0-7 ls 
| : Q2f 
0 
41|=| 3 |， 
Hk 
0 dni 
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0 
| 
popzxs | 1 (Pw bw?) = pulSanites) 三 
0 


Lo 

; , ni 
式 中 4 和 pwpz2 所 作用 的 向 量 都 是 第 ; 个 分 量 为 1 其 它 分 量 均 为 
0 的 标准 基 向 量 ， 于 是 有 


0 0 
: | 
0 | 0 
4| 1j=poopozi| 1 
0 :| 
0 “0 
枯 此 
fi 1 0 0 3 
f: 0 ] | 0 
A =f4 +14| 0 frifnAl : 
: | 1 
fm 0 ~ 0 1 
i 
f: 
= pupy} 
fm 


于 是 本 定理 得 证 ，! 
200 


采 设 V =W, 取 {4} = { 纪 和 {2 二 {w)}。 则 一 线性 变换 
TE Homk(V,Y) 的 两 个 矩阵 表示 式 cov(T) 及 por w (7T) 之 间 适 合 
下 式 ， 

“ooT) = Ap or (了 4- 
此 处 4 是 K "的 一 个 自 同 构 。 反 之 ， 如 已 有 和 扎 阵 M， 使 
vov CT) = AMA™!, 
则 有 基 {v4}， 使 
M= pv v' CT), 

证 明 ”易于 自 上 定理 导出 。 | 

上 面 这 个 邓 的 含意 是 ， 域 六 上 的 两 个 给 阵 是 同一 线性 变换 T 
七 Homx(V ,V) 的 不 同 的 算 阵 表示 式 的 充 要 条 件 是 ， 这 两 个 矩阵 
是 “相似 的 > 。 

定义 4.7 设 M,NEFL(Cn,K) 为 两 个 nxn 征 阵 ， 如 果 有 一 
个 K" 的 自 同 构 AEFLCn,K)， 使 下 式 成 立 ， 则 称 必 入 为 相似 
的 : 

N=AMA-. 

不 难看 出 ， 筷 阵 间 的 相似 关系 是 一 个 等 价 关 系 。 一 个 等 价 子 
集 表 示 一 个 线性 变换 工 。 同 一 个 等 价 子 集中 的 矩阵 ,从 表面 上 看， 
是 繁 简 不 同 的 。 于 是 ， 产 生 了 如 何 从 一 个 等 价 子 集中 ， 选 取 简明 
和 的 、 显 现 线性 变换 特性 的 矩阵 ， 以 及 如 何 判 别 两 个 答 阵 是 否 属于 
同一 等 价 子 集 的 问题 。 这 就 是 矩阵 的 “标准 式 ” 的 问题 。 在 下 面 
几 节 ， 我 们 将 处 理 这 个 问题 。 

例 8 ”到 一 常 系数 的 常 微分 方程 式 如 下 ， 


《1) He ~ or = Pfie 
邻 
df 
= 


圳 |[(1) 可 改写 成 下 面 的 - 阶 常 微分 方程 组 
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(2) ja 
d= +bfi=afs + bf 


或 写成 向 量 方程 式 


=c[7]. 
类 似 地 ，7n 阶 的 常 微分 方程 式 : | 


d"f d"-1f di d 
(1) 后 二 -an 


也 可 以 改写 成 下 列 的 (37)， 


fi 0 | 1 oo. 0. fi 
d fe | “0 : 0 六 
《37) dx = ae =C/ 
0 1 
fn b a ~ dn . fr 
如 有 CGC’ =AC’A™, | 
使 7 . 
fi gi! fi 9g, | 
.A-! fs - 9 ， fa -A 9 [. 
fn gn .fn gn | 


则 任意 的 一 阶 常 微分 方程 组 (此 处 的 年 阵 C 不 限于 形 各 (3 中 的 
0’), 


fi fi 
去 ha, =C/ /: » 
fn fn 
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-将 其 两 便 乘 以 A7! 后 ，. 都 可 化 成 


yn yn 


适当 选取 C* 后 ， 此 一 阶 常 微分 方程 组 有 时 很 容易 解 ， 


举 一 例 ， 
到 2 


浴 线 性 代数 我 们 知道 下 式 


AA 


1 | 1 
| 天 | "| yar 
| 1 1 - __ 1 
.Vi viJ!!° -1 V3 


只 


和 


则 91,92 猎 足 的 方程 式 为 


a Eo 1 1]. 
于 9， 0 -1.1L9， -gs 了 
| 

d9， 2 _ 

dx =39， dx = 一 gz 


:此 方程 式 易 解 ， 得 ， 


我 们 试 
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| 习 题 . | 
1， 设 81,eo,63,61,52,53 如 § 2 习题 9。 设 有 线性 变换 T， 
使 得 
T(81) = +28, ~ 364, 
T (es) = 28, ~ 382 + Es, 


T(es) = €1+ ee。 


写 出 变换 和 扎 阵 ps :(T) 及 Drs (7 了)。 验证 Op (7) 二 Ap, f (T) A, 
其 中 4 为 由 基 {el,sz,ss} 到 基 (*eas,es) 的 过 渡 和 矩阵 ， 即 4 满足 
(3) = (1, £2,53)A, 
2.， 设 4 为 二 阶 复方 阵 。 在 FL(2,C) 中 定义 变换 荆 如下， 
T(X)= AX -XA, XEFLG2,CY 
(1) 试 证 明了 是 线性 变换 
(2) 取 了 FL(2,C) 的 一 组 基 如 下 : 


re 
lo oo48 “Lo oJ 


ge | we | 
“ 0 了 了 0 1 了 


试 写 出 工 在 这 组 基 下 的 矩阵 p,, (7)， 
设 A ,B 是 两 个 nxn 算 阶 ， 适合 A(AB- BA .(AB 
~ 8A)A。 证 明 对 任何 正 整 数 1 而 冶 ， 恒 有 
A"B-BA"=nA’-(AB -BA)., 
4.， 设 A 是 nxn 和 朱 阵 ，/ 为 nxn 阶 妈 和 矩阵 。 :还 明 ， 如 果 : 
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Ah2(T- 4) = Acl - 4)2， 


- 虽 4 必 是 释 儿 的 (idempotent)， 即 存在 正 整 数 m， 使 得 4 = 了 
5， 售 
C={A: AEFL(2,C), AB=BA, yBEeFLC?,C))}, 
称 C 为 环 FL(2,C) 的 中 心 (center)。 证 明 
C= {A1: EC)}， 
其 中 工 为 2 x 2 阶 么 矩阵 ， 
6. 设 4,B,C,D 是 向 量 空间 7 的 线性 变换 。 如 果 4+8 
和 4- 2 都 是 可 道 的 ， 证 明 存 在 线性 变换 蕊 ,YY ,使 得 
AX+BY=C, BX+AY=D., 
7， 设 A 是 向 量 空 间 K" 的 线性 变换 。 我们 称 dim(im(A)) 
为 4 的 秩 ， 记 为 7(4)。 设 又 有 线性 变换 中 ， 使 得 4B = 0， 证 明 
1(A) +r(B)<n, 
8.。 设 4 为 nxn 逢 阵 。 如 果 A4?=A， 则 称 和 4 是 一 个 投影 
《projection7， 今 
o: R"*-»~R’, 
《4 Gn) (a,, oo ,am, 0 ,0), 
证 明 o 的 矩阵 是 一 个 投影 ， 
9， 参考 上 题 ， 设 A 是 一 个 投影 ， 证 明了- 4 也 是 一 个 投影 ， 
这 里 了 是 么 矩阵 。 
10. 设 线性 变换 4 是 向 量 空间 天 "的 一 个 投影 ， 证 明 
天 "= im(4) 候 im(T- A). 
11. 设 /是 向 量 空间 V 的 一 个 线性 画 数 ， 定 义 线性 变换 
ACw) = fv)v, 


共 中 vo 是 V 中 一 个 确定 的 向 量 ， 试 问 如 果 A 是 一 个 投影 ，/ 及 
v 必须 适合 什么 条 件 ? 
12。 下 面 的 两 个 集 阵 是 相似 的 吗 ? 


205 


1 0 2 0 3 1 Fr i 0 由 0 

0 0 4 5 0| 0 1 1 0 0 
-1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 |. 

2 3 4 0 5 0 0 0 1 1 

3 4 3 2 1 0 0 0 0 0 


13. 若 4 是 可 北 殷 阵 ， 证 明 4B 与 B84 相似 。 
14、 车 4 与 8 相似 ，C 与 D 相似 ， 证 明 分 芯 和 矩阵 


A 0 B 0 

ol 

0 C 0 D 
相似 ， 


15。 设 4 算 阵 与 相似 ，f (Xx) 是 一 元 多 项 式 ， 证 明 /(4) 与 
fC8B) 相 似 ， 
16， 找 出 两 个 瑟 阵 4 ,中 ,使 得 4 与 B? 相似 , 但 4 与 8 不 栅 
似 ， - 


$ 4 模 及 主 理想 环 上 的 模 


一 些 数 学 与 科学 上 的 问题 ， 如 果 启 限 在 小 范围 肉 ， 常 常 越界 
越 繁 ， 不 容易 理 出 头绪 来 ， 另 一 方面 ， 如 能 打破 框框 ， 走 大 更 广 
阔 ， 因 此 出 更 抽象 的 道路 ， 则 有 时 候 立 见 芙 章 了 。 对 于 炬 阵 的 : 
“标准 式 ” 的 问题 ， 我 们 条 取 扩 大 范围 盎 虑 问题 的 方法 ， 引 大 如 
下 的 定义 。 

定义 4.8 ” 设 只 是 一 交换 环 。 一 个 非 空 的 集合 M ,如 适合 下 列 
条 件 ， 则 称 为 R 模 ， 或 简称 为 模 ， 

1) M 中 有 加 法 “+ ”。 而 对 “+ ?而 车 ,M 是 一 交换 群 。 今 其 
之 元 为 0， ， 

2) 任 取 4aER，mEM， 有 一 双 项 运算 (通常 称 为 乘法 和“. ?》 
存在 合 4. mEM， 及 1 ,ii= 吉 ， 此 处 1 是 及 的 乱 法 的 么 元 ( 乘 . 
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壬 竹 号 《“. ”经 常 忽 略 不 写 )， 

3) 这 四 种 运算 : 变换 环 R 的 加 法 、 乘 法 , 必 的 加 法 及 RR 与 M 
之 间 的 采 法 都 适合 结合 律 及 分 配 律 ， 即 

(a102)m = A102m), (01+ 49)m= am+ Am, 
a(mi + ms) =am + am,, 

讨论 ”比较 定义 4.8 及 定义 4.1， 模 与 向 量 空 间 是 很 类 似 的 。 
其 主要 差别 是 模 M 只 要 求 一 个 交换 环 尺 作 常 量 ， 而 向 量 空间 V 是 
有 一 个 常数 域 作 常量 。 例 如 ， 向 量 空间 的 最 重要 的 概念 “ 维 数 ”， 
就 不 能 完全 地 推广 到 模 上 。 贿 见 下 定义 。 

定义 4.9 设 S= {mi: iET)} 是 模 MM 的 子 集 。 如 果 MM 的 任意 
侈 素 中 戎 可 写成 


， m = Da .ER, mES, 
有 限 : 


则 称 S 是 M 的 生成 元 集 。 如 果 M 有 一 有 限 的 生成 元 集 ， 则 称 M 是 
有 限 生成 的 模 . ” 

讨论 R[z] 是 一 个 R[x] 模 。 此 模 可 以 由 {1} 生成 ， 也 可 以 

由 {x,1 一 *)} 生 成 ， 即 

f(x) = f(x) +， 1; 
fx) = fx) x+ f(x) (1 -x), 

不 仅 {1} 是 REz] 的 一 个 极 小 生成 元 集 ， 而 且 {z,1 -对 也 是 ， 即 从 
{x,1 一 中 去 掉 x 或 1-x， 则 其 “ 余 集 ”不 成 为 生成 元 集 ， 如 
此 ， 这 两 个 极 小 的 生成 元 集 有 不 同 的 基数 ， 与 向 量 空间 的 情形 很 
不 一 样 。 因 此 ， 模 的 “ 维 数 ”的 艇 念 ， 不 能 像 向 量 空间 的 维 数 概 
念 一 样 地 界定 了 。 

例 9 设 R 为 一 交换 环 ， /是 尺 的 理想 ， 则 工 自然 是 一 个 尺 
模 ， 于 是 ， 关 于 尺 模 的 任何 定理 二 适用 理想 了 。 反 之 ， 任 何 已 知 
的 关于 理想 了 的 定理 ， 也 应 该 验证 能 不 能 推广 到 模 M 上 ，。 

设 1 是 的 理想 ， 定 义 R 在 商 环 RA1 上 的 作用 
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ap(r) = 1p(ar).. 
-这 里 p 是 自 R 到 R/1 的 间 型 映射 ， arER。R/ 因此 成 为 只 模 。 
设 NM Mn 背 足 术 横 ， 则 Mix … x Mn 由 是 民 模 ,其 运算 定 
多 如 下， 
CM MM) + mi ) = Cm rm ,mn t+ mt ), 
QC11 Mn) = (Cam, «0, amy) 

例 10 设 G 是 交换 群 。 则 G 自然 成 为 Z 模 如 下 ;: 
ng=g+gt"*+9 -ng=(-9)+(-9)++(-9), 
n€2Z, n>0, gE€EG, 

上 二 式 右 侧 的 项 数 此 为 n。 
例 们 设 4EHom( 天 "天 "7) =FL(C 天 ) 为 作用 在 天 向量 窄 
间 天 "上 的 线性 变换 。 则 通过 4 的 如 下 作用 ， 天 "成 为 一 天 [2] 模 ， 
jz) = 1C4)0， VfCx)ERLx], VE 天 。 
上 式 是 1(x)v 的 定义 ， 共 右 侧 自然 是 


f CA)v = (Dash 有 = >)1ai(410)， 
了 i 
此 时 f(x) = 2 aix', 


对 于 不 同 的 4， 用 上 法 建构 的 模 阅 ， 就 集合 而 谨 ， 是 同一 集 
合 上 "， 鞭 环 也 是 同一 环 上 [x]。 但 是 ， 环 下 [x 与 集合 K" 之 闻 的 
乘法 是 因 4 而 异 的 。 所 以 如 此 建构 的 模 也 根本 不 同 了 。 我 们 正 是 
要 从 这 些 模 的 差异 处 ， 导 出 4 的 “和 初等 因子 ”.“ 挠 因子 ”及 “ 若 
当 标 准 式 ”。 其 详情 请 见 下 一 节 。 现在 我 们 要 举例 以 更 具体 地 显 
示 这 些 横 的 盖 蜡 性。 以 下 设 2=2。 

1) 设 1 0 

4=1-| 0 1 | 
则 人 有 
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即 共 采 法 的 清 果 ， 仪 是 乘 以 常 至 >, as。 不 难看 出 ,此 模 的 生成 元 
集 的 大 数 最 少 是 2 。 


2) 设 4=-1=-[ 


则 有 


生成 ， 基 


[ ，] -creo ， |. | 


一 般 的 模 的 理论 是 很 有 章 勾 的 。 我 们 为 了 解决 线性 代数 的 朵 
题 ， 主 要 考虑 环 及 是 主 理想 环 时 模 的 理论 。 因 为 Z 及 K[ x* 1] 此 是 
主 理想 外 ， 所 以 ， 以 下 基于 主 理 想 环 的 横 的 定理 药 适 用 例 10 及 俩 
世 1 中 所 举 的 交换 群 及 向 量 空间 。 然 而 ， 为 了 清晰 明和 白地 银 述 数学 
证 明 ， 我 们 先 给 出 一 般 的 个 的 召 论 搞 用 的 术语 及 概念 ， 然 后 再 研 
究 及 是 主 弓 想 乐 的 桂 殊 情形 。 

定义 4.10 这 寻 是 尺 横 。 如 果 人 的 一 个 非 空 的 子 集 六 对 同 
样 的 加 法 及 乘法 也 成 为 模 ， 则 称 六 为 M 的 子 模 。 

定义 4.11 设 p: M-=M“ 是 自 R 模 M 到 尺 模 M 的 映射 。 
如 果 Pp 对 于 交换 群 M,M’ 而 车 是 群 映射 ， 关 且 保 持 其 乘 法 的 关 
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了 对， 即 
和 plam)=apCm), YaER, mEM, 
则 称 p 为 模 映 射 。 设 p 为 模 映 射 。 若 Pp 为 音 时 ， 则 称 p 为 入 单 
射 ! 车 为 满 射 ， 则 称 p 为 模 满 射 ， 若 Pp 为 单 满足 射 ， 则 和 隐 2 为 
横 癌 构 ， 此 时 称 M 与 M ”向 构 。 
设 p: M-M' 是 模 上 映射 ， 则 o 的 柜 ker(p) 定 义 为 
ker(pO) ={: mEM, pl(m)=0EM’)}, 
? 的 象 im(p) 定 义 为 - 
im(p)={m’: m ‘EM’， 存在 mEM， 使 pCm) = 个 。 
以 上 上 几 个 概念 ， 已 在 群 论 、 环 论 、 机 
这 些 是 代数 的 基本 概念 。 以 下 我 们 也 要 如 党 导出 《“ 沿 科 ”及 “四 
构 定理 ”等 等 | 
设 广 是 M 的 子 横 。 单 就 加 法 群 的 结构 来 研究 ， 次 群 M/N 自 
然 是 存在 的 。 很 容易 看 出 M/N 也 自然 地 是 尺 楼 ， 我 们 定义 乘法 
各 下 ， 
afmj]=[am], YaER, [mjEMI/N., 
我 们 先 验证 这 个 定义 是 捕 好 的 ， 设 [mi] = [ms]， 则 
mi~ mEN, 
乘 以 4 》 得 - 
am 一 1 E 4NCAN 一 > [am] = [Lam,], 
所 以 这 个 定义 是 良好 的 。 很 容易 验证 模 的 定义 (定义 4.8) 的 其 余 
和 条件， 于 是 我 们 有 
定义 4.12 设 六 是 M 的 子 横 。 则 M 对 于 六 的 商 模 M/N 定义 
为 ， M/N 的 群 即 商 群 MM/N， 冬 法 为 
aLm] = Lam]. 
定理 4.9 设 p: 村 一 M” 为 模 喘 射 ,。P: MkerCp) 一 ICo) 
定义 为 
. pOLm]) = pm), 
轴 是 一 音 满 陕 时 ,于 是 朵 /ker《p) 与 im(p) 辣 构 。 如 此 和 及 M7 
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若是 到 商 量 空间 ，p 是 线性 变换 ， 则 恒 有 
dim M = dim ker(p) + dim im(p), 

证 明 ”我们 仅 证 明 此 定理 的 后 于 部 ， 任 取 ker(p) 的 一 组 基 
{VVm,"…} 《hker《p) = {0} 时 ,其 基 为 空 集 》, 把 它 扩 充 成 的 若 
{Vm 和 人 们 要 证 明 {pGuD PCun)， 
…]} 是 im(p) 的 一 组 基 。 如 此 则 有 | 

dim M = {0 pm)} 的 基数 +{4 up)} 的 后 数 

= qim ker(p) + dim im(p), 
显然 的 ，{p《41) ,… ,pCum),"…} 是 im(p) 的 生成 元 集 ， 所 以 我们 
仅 须 证 明 它 是 线性 无 关 集 。 素 实 上 


Dy aipCui) =0 =—>7 (Da )=0 一 > DaiuiE ker(p) 


一 全) au = 2 bs, 


和 而 {Vm UUn,} 是 人 MM 的 其 ， 所 以 是 线性 无 关 
集 ， 故 有 
a;=0, b;=0, Vi1。 


所 以 {poGu) ypCun)，} 是 线性 无 关 集 。 | 

如 果 M 有 子 模 M; 及 Mi， 使 下 典 弄 映 射 p: M->M/M, 绰 
生 的 映射 p: M,>M/M, 为 同 构 ， 则 自然 有 

1) MNM,= {0)s 

2) MU M, 生成 MM， 
反之 ， 如 果 Mi,Ms 适 合 条 件 1) 与 ?2)， 则 p: M,->AM/M| 是 同 
梅 。 请 注意 ，1》,2) 对 于 Mi ,Ms 是 对 称 的 ， 所 以 我 们 也 有 M1 与 
M/M, 同 构 。 在 此 情形 下 ， 我 们 称 M 是 Mi 与 M 的 直 积 ， 它 刁 
Mx M, 同 构 。 

一 种 重要 而 且 简单 的 模 是 “自由 模 ?。 我 们 仅 研究 有 限 生成 
的 自由 横 ， 定 义 如 下 。 

2TE 


定义 4.15 任何 与 R"=RxRx…xXxR 同 构 的 及 模 M， 称 为 
《有 限 生成 的 ) 自 由 R 寞 。 售 61 = (1,0,*…,0),** ,ei = (0, ,0,1, 
0 ,0) en= (Go,0,1)ER"，p: RM 为 同 构 映射 刘 
称 {pCe1),… ,PC61),…,p《64)} 为 MM 的 一 组 基 。 

给 定 一 个 及 模 导 ， 则 其 不 同 的 极 小 的 生成 元 集 不 一 定 有 相同 
的 基数 。 在 自由 模 的 特殊 情况 下 ， 基 的 基数 是 相同 的 。 我 们 有 如 
下 的 定理 。 

定理 4.10 设 M 是 自由 R 模 , 合 p: R">M 及 Pp’': R >M 
是 两 个 同 构 映射 ， 则 n=n ， 即 自由 模 的 基 的 基数 是 相同 的 。 

证 明 在 R 中 任 取 一 极 大 理想 1( 参 考 定理 3.23)。 爸 其 商 域 
R/T 为 K (参考 定理 3.24)， 又 合 


N=1，. M = (Dims: 1jE€1, meM}. 
有 限 


不 难看 出 和 N 是 M 的 子 模 ， 于 是 商 模 上 =M/N 也 是 有 模 。 不 仅 如 
此 ， 工 也 可 以 自然 地 成 为 一 个 天 向 量 空间 ， 今 尺 中 的 元 素 为 0， 
6,c,…， 信 中 的 元 过 为 [a],56],[0],…，M 中 的 元 素 为 miyma， 
…， 荆 中 的 元 素 为 [mi],[mas],…。 则 可 定义 
[a][m] = [am， V [alE 天 ，[o EL 。 
当然 ， 我 们 应 该 验证 这 个 定义 是 良好 的 。 这 是 不 难 的 ， 今 
[ 妇 =[o] ， [mi] = [m2], 

则 -4aET， mo-meN, 
于 是 

am -bms=a(mh -m2) + (Aa- bmEN+I. M=N, 
产 以 这 是 一 个 眼 好 的 定义 。 同 理 R"/1，R" 也 是 天 向 量 空间 ， 事 
实 上 就 是 大"。 考 虑 0 及 Pp” 两 个 同 构 ， 它 们 引 生 了 以 下 两 个 向 其 
空间 的 同 构 : 
| K"~wl, KK" ~L, 
于 是 n=n'。 | 
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定理 4.11 设 M 是 只 模 ，mima nnEM ， 则 六 是 自由 
措 以 及 {mi ,ms,… ,mn} 是 MM 的 基 的 充 要 条件 是 ， {mi, m2, 人 Ia 
是 太 的 竺 成 元 集 ， 以 及 如 果 有 下 列 等 式 时 ， 

ami+ Aamo+ oe +t adnmn =0, aiER, 

划 必 有 a1= 6s=… =an=0。 

证 明 如 果 有 p: R" ->M 为 同 构 映射 ， 使 

ple1) =m, ple2) =m2, …， 0(en) = Mn, 
此 处 
el= {1,0,.,0), e2=(0,1,0,°,0),°, en=(0,.,0,1), 

则 有 


p( 习 os )- Dbim, biER, 
而 p 为 满 射 ， 故 {mama，… ,ms} 自 然 是 生成 元 集 。 又 ， 如 时 


Daims =0， 
则 有 


o( Daie ) = DP am =0, 
而 p 是 单 射 ， 所 以 必 有 


(a ,02 ,an) 


二 
人 
中 
i 
© 
- 


期 a1=a4,= =an=0, 
反之 ， 如 果 {moma ,ma} 活 合 本 定理 的 两 个 条 件 ， 售 p*: 
R" =M 定义 为 
o* (Cbi,b2, pa)) =0*(5) bie: ) 二 Dy bims, 
则 易于 看 出 p* 是 一 个 模 映 射 。 因 为 {mi ,m2，… ,ma} 是 生成 元 集 ， 
所 以 p* 是 满 射 。 现 在 我 们 要 证 明 ker(po) = {0}， 如 此 ， 则 p* 尽 
一 个 单 射 。 分 《a1,042, ,4n)EkerCp*)， 则 有 
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一 p* =- AN 
0=p 《alias yan) = > aimi, 
i 


于 是 m =a=…=a=0 ， 即 ker(o)={0j。1| 
任 取 一 有 限 生 成 的 R 模 M。 设 {ma ma,…,mnl 为 一 生成 允 
集 ， 则 可 定义 
0: R"—»M, 
Pei =m, tie=l1,2,°,n, 
此 处 et=(1)0，…0)，ca= (0,1,0,%…,0),"…，en= (0,.",0,1)。 
按照 定理 4.9， 我 们 恒 有 
R' /ker(p)=M., 
于 是 研究 模 M， 不 外 平 研究 一 个 自由 模 R" 的 商 模 ， 其 实 也 就 是 
研究 一 个 自由 模 R" 的 子 模 ker(p) 的 某 些 性 质 。 在 环 尺 是 主 理想 
束 环 时 ， 我 们 有 如 下 的 定理 。 
定理 4.12 设 尺 是 一 个 主 理 想 整 环 , M 是 一 个 有 限 生 成 的 自 
出 RR 模 ，N 是 MM 的 一 个 非 老 的 子 模 ， 则 存在 M 的 一 组 基 {m, 
fz,Mn} 及 C1,C62，,… ,C1ER(L<<n)， 使 | 
'» cil cs| |e 
2) 六 是 由 cumlcanta ,cimi 生成 的 模 。 
证 明 如 果 n=1， 设 和 MM=R.m。 兮 
1={c: cER, em EN)., 


易 验 证 了 工 是 及 的 一 个 理想 ， 设 1 = (0)， 则 六 是 由 cr 生成 的 。 ， 
于 是 令 ! = 1， 即 得 本 定理 。 
我 们 对 7 作 数 学 归纳 法 。 设 ?之 !。 任 取 太 的 一 组 基 


Fy 六 1 
{ 克 |，， 斋 天 


再 任 取 其 中 一 个 元 素 帝 ;。 仿 
= {ereR: 存在 mEN 及 01，* Oi Oitts ,Cn ER, 
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使 加 = 之 ) 6j 驱 j } 
i=l 


“这 相当 于 向 量 空间 向 其 一 固定 的 ! 辅 的 投影 对 M 的 所 育 可 能 
:的 基 和 所 有 的 ; 得 到 的 所 有 了 的 集合 记 为 ,易于 看 出 了 中 的 
元 素 都 是 尺 的 亚 想 ， 因 为 及 是 主 理 想 环 ， 所 以 是 诺 德 环 ( 定 义 
3.21)， 于 是 在 .9 的 所 有 元 来 中 ， 有 一 极 大 者 (定理 3,25), 兮 此 
极 大 者 为 3， 则 1* 显然 不 是 (0)。 所 以 ， 若 兮 
I* = (ci)， 
则 c 计 0。 设 产 所 对 应 的 旭 的 基 为 {m ,m2,… ,ts}， 适 当地 排 
列 这 些 基 元 素 的 顺序 ， 无 妨 谈 产 是 六 的 元 未 玫 为 这 组 基 的 线性 
:组 合 时 mt 的 系数 的 集合 。 于 是 有 一 mEN， 和 使 


(1) m= Cm + orm + +orm?, 
我 们 来 征明， 在 上 式 中 恒 有 
(2) clos, t=2,3,,1, 
以 下 我 们 证 明 cilcs。 同 法 可 证 其 余 。 今 Cd) = C01,c2)， 则 有 
(3) d=ac+Bes, 0,BEeR, 
(4) ci=6d, cs=ed, 6,EER, 
由 (3)7 及 (4) 式 可 得 
1=a6 + pe, 


命 全 72 ,mn 由 下 式 所 定 : 

(5) mi=omi+tem;, ms= ~Pa -ams, m=m, Vi>2, 
即 

《6) = an 一 8 人 = mm mi=m, Vi>2。 
我 们 先 证 明 {maymas，… ,ma} 也 是 M 的 基 ， 然后 再 考虑 (1) 式 中 的 
催 对 这 组 菇 的 展开 式 。 从 (6) 式 立 得 {mi ,mo,… ,mn} 是 放 的 生成 
元 集 。 再 设 有 

(7) 上 QM + aoMmy + oe + Anmn = 0, 


以 (5) 式 代入 ， 得 


(a5 — asBYm* + (ae + Go) me + Am + + Anime = 0。. 
由 于 {mm ,…,m*} 是 基 ， 根 据 定理 4.11， 得 出 
(8) a5-a8=0，as+ada=0，as=a=…=an=0。 
由 《8) 式 中 的 前 两 个 方程 ， 得 
a=0, 4 =0。 
于 是 得 出 41 = aa =…= an=0。 根据 定理 4.11， 即 知 {Piymay 
ms} 是 M 的 一 组 基 。 现 孝 虚 贡 对 {mi ma， ,Mn} 的 展开 式 ， 
仍 二 CI 本 十 CT 十。 十 0 人 
= (acl+ cx)12 +(— ecrt+écs)m2 t+ oms 十 十 CN 


=dmi+(—éecrtéct)m, + om t+ + Cmne 


IM = {cER: 存在 m EN 及 6, ,Cn ER, 使 


Mm’ =em, + Emat + CnfMn}, 


则 dEJ 。 击 (位 式 又 知 开 = (51) 忆 (4d)， 故 有 
I*C(d)CI EF.,. 

而 1* 是 .中 的 极 大 者 ， 所 以 必 有 
I*=(0)= (4d)=J’, 

于 是 0 与 4 为 相 件 元 素 。 由 (4) 式 ， 立 得 


cildlez, 
今 
cr =Cidr，1=237， 全 ER 
再 分 
mm + Dldrmy, 丽 ; = m=2,3 ,Nn 


双 合 Mi 是 {项 。,*… , 现 %j} 生 成 的 子 模 ， 则 有 


1 = 人 1 坑 !， m* = 珊 1 一 》1d* 议 4， 
全 2 
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不 难看 几 { 现 而 s，… , 搞 4} 也 是 M 的 此 今 
N,= MNN, 
则 入 自然 是 Mi; 的 子 模 ， 
我 们 现在 可 以 应 用 数学 归纳 法 了 上 ， 因 为 Mi 是 出 姓 的 基 { 丽 ,， 
领 2 ,而 o} 的 子 集 { 珊 。，… ,而 s) 生 成 的 ， 所 以 根据 定理 4.11， M, 
是 自由 模 。 如 果 Ni 是 零 模 ， 不 难看 出 , 入 是 由 0 而, 生成 的 子 模 
《请 参看 本 定理 (13) 式 的 证 明 )。 取 ! = 1， 即 得 本 定 理 。 如 果 Mr 
不 是 堆 模 ， 根 据 归 纳 法 服 设 ， 我 们 有 M, 的 一 组 基 { 坎 2,… , 凡 s} 用 
“508,10C1ER， 使 
(9) calcal le, 


《10) 入, 是 由 C2 钨 ,C3 锦 ;,… ,01 作 ! 生成 的 模 。 
为 了 证 明 本 定理 ， 我 们 仅 须 证 明 以 下 三 点 ， 


(11) { 访 ,, 侈 ,， 侈 3,"…, 贫 ,} 是 MM 的 一 组 基 ， 
(12) ciles, 
(13) N 是 由 Gl 筑 1 cz 多 0 多 ; 生成 的 模 。 


先 证 (11)， 不 难看 出 ， 对 1 ， 完 > , 责 n 钳 在 由 { 死 ,入 :，… , 坎 s} 生 成 : 
的 于 模 内 ， 而 { 欧 | , 搞 ,,*… ， 击 n 是 M 的 生成 元 集 ， 故 { 珊 1 , 侈 ,,*…， 
多 ,]} 是 儿 的 生成 元 集 。 双 分 


dm + dogma + + dn = 0 


由 此 得 
一 中 元; = > di 信 1€ Mi， 
1 2 
因而 di=0，d=d=…=d=0。 


于 足 ， 椒 所 定理 4.11，(11) 得 证 。 再 证 (12)。 取 
”= 0 人 信 | 十 0 从 ,EN， 
用 汪 明 (2) 式 的 方法 ， 立 得 cies。 最后， 我们 来 证 (13)、 任 取 
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加 YEN， 把 mY 表 成 {o mm 的 展开 式 ， 
m” =f .mit fams + + fnm?, 
-按照 上 t 的 定义 ，f1E Cc1), 会 i=9c4。 以 { 需 :,…, 觅 ,} 取 代 {m?， 
…,m*} 后 ，m?* 的 展开 式 是 
mm” = fm + fe fidi) mat ot Cf — fd?)m, 
= 91C01R) + (fe— fd2) mat oe + Cfn — fd*)Mma, 
从 此 得 国 ” -gi(cm) EMINN=N, . 是 m” 一 g1(61 换 ) 可 以 
本 成 gacz 众 2+ … + 9101 霹 !， 即 
1h” = gc 有 而 1) +ga(Cc 信 ) 十 + 人 RD。 | 

定理 4,135( 主 理想 整 环 上 有 限 生成 模 的 基本 定理 ) 设 R 是 一 
个 主 理想 整 环 ，M 是 一 个 有 限 生 成 的 R 模 。 虽 存在 c1,cs,… ,cl 
€R， 使 

1) 01esj.…1c1，ci 蕴 不 可 省， 

2) M 与 R/(cD)xR/(c)Xx…xR/CeDxRx…xR 同 均 。 

证 明 设 M 是 由 {mib ms]} 生成 的 。 合 0: R' 一 M 为 如 下 
定义 的 模 满 射 ， 设 el = (1,0,…',0)，e: = (0,1,0，…，0)，…，es= 
《0,0,…,0,1)ER', 倒 

Pet) =m, t=1,2,°.,5, 
会 。 的 核 her(p) =NN， 于 是 有 下 列 的 同 构 ， 
MR’/N., 

根据 定理 4.12， 存 在 KR' 的 基 {e614,ez,*…,64} 及 C1,62, "01' ER, 
使 

1’) eles| lers 

2/) 和 是 ce1,C262,…,61 24， 生成 的 模 。 
定义 映射 

(1 - 扩 ) 个 
o; Ri:-»R/(c) x R, (cs) x x R/C ) x Rx kh, 


o( Daie' ) 二 (Laij， [es as …， [Lar jr 01 rls 05)， 
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此 处 [ai 是 oi 在 R>R/Cc1) 下 的 象 。 显然 ， 这 是 一 个 模 满 射 ， 
而 其 核 也 显然 是 入 ， 于 是 有 下 列 的 同 构 ， 

M#sR' /NR/Ce) XRD Xn x R/CC1 yx Rx xR, 
在 上 式 中 ， 可 能 前 几 个 cu …，er 芷 可 道 ， 于 是 理 想 (cD = "= 
(cr) = 卫 , 而 相应 的 商 模 R/C),…, RACCY) 滨 总 稚 模 ， 把 这 些 01， 
…cr 及 相应 的 商 模 至 去 后 ， 即 得 本 定理 。1 

定理 4,14( 有 限 生 成 的 交换 属 的 基本 定理 ) 设 G 是 一 个 有 限 : 
生成 的 交换 群 ， 则 存在 01,0;,…,c1 EZ， 售 

D oles) lcs, o>1 

2) G 与 Z/(e) Xx ZI/(0) x XZ/(0) xX ZX xZ 同 构 ， 

证 明 这 是 定理 4.13 的 特例 。 | 

定理 4.13 及 定理 4.14 中 提 弄 的 01,c,,…, ci 被 称 为 模 M 及 群 
G 的 挠 因子 。 以 后 我 们 将 要 证 明 这 些 “ 乒 因子 ”在 条 件 1) 的 限制 
于 ， 是 由 模 M 及 群 @ 唯 一 确定 的 。 我 们 先 解释 名 词 “ 挠 因子 "的 

定义 4.14 设 R 是 一 交换 环 ，M 是 R 模 。 任 取 SCM，38 的 
消灭 子 Ann(S) 定 义 为 

Ann(S) ={a: a€ER, as =0, VsES}, 

如 见 mEMM， 而 吉 的 消灭 子 Ann《m) 夺 {0}， 则 称 n 为 挠 元 深 . 

讨论 1) 设 G 是 Z 模 ( 即 交 换 群 ), 则 元 素 9 的 消灭 子 Ann(gy 
与 9 的 阶 o(9) 几 乎 是 一 样 的 ， 只 是 消灭 子 Ann(9) = {0} 时 ， 相 当 
于 o(9) 为 无穷 大 。 

2) 设 只 为 一 整 环 ， 则 愉 模 M 中 的 挠 元 素 的 集合 是 一 个 子 模 。 
这 点 不 难 证 明 ， 任 取 挠 元 素 mnazcEM， 取 aiEAnn(mi)， a 
AnnCm,)，a, 夺 0，as 夺 0， 于 是 有 

Adm tm) =0, Oem) = 64m) =0, 

所 以 档 元 素 的 集合 是 一 个 子 模 ， 称 之 为 M 的 按 子 模 。 于 是 ， 交 换 
群 的 在 限 阶 的 元 素 构 成 一 个 挠 子 群 。 

3) 易于 看 出 ， 定 义 4.14 中 的 Ann(S) 是 及 的 一 个 理想 。 主 车 
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想 糙 环 上 的 有 限 生 成 模 的 挠 因子 就 是 其 抄 子 模 的 某 些 子 集 的 消灭 
子 〈 作 为 理想 ) 的 生成 元 。 

47“ 代 数 拓扑 学 >” 中 应 用 “同调 群 2 的 和 概念。 在 良好 的 拓扑 
空间 上 ， 问 调 群 是 有 限 生成 的 交换 群 。 定 理 4.14 存 这 里 有 很 杂 的 
应 用 价值 。 此 时 ， 找 因子 称 为 指数 ， 而 定理 4,14 的 条 件 2) 中 的 Z 
的 个 数 称 为 贝 落 数 。 | 

我 们 首先 研究 R/Cc;) 的 进一步 的 分 解 。 这 不 外 平 是 中 国 剩余 
定理 (定理 1.10) 的 推广 。 谈 者 请 注意 ， 根 据 定理 3.28， 主 理想 收 
环 展 是 唯一 分 解 的 柑 环 。 

定理 4,15( 中 国 剩余 定理 ) 设 尺 为 主 理想 尾 环 。cER， ec 非 
堆 非 可 道 。 设 。 的 分 解 式 为 


1 
c=61E?:', 
ti=1 


其 中 可 道 ， 当 7 时，P 与 Pj 不 相 作 。 则 恒 有 下 列 的 扶 同 
构 : 
R/CCOER/CPp1) x R/Cpi2) Xe x R/(p' 1), 


证 明 本 定理 可 遵循 定理 1.10 的 证 法 求 得 。 今 
了 
4= 5 c=piid, 
我 们 证 明 R/Cc)~R/Cp11) x R/Cd) 玉 后 ， 进 一 步 地 分 解 4， 如 此 
有 反复 推论 ， 即 可 得 本 定理 。 
因为 pi: 与 无 不 可 洲 的 公 因 元 ， 所 以 有 (Cp'1,4) = (1)， 其 
存在 0,6ER， 使 
(1) ap'1+Pd=1, 
令 of R=>R/(p11)，0s: R-R/(ED) 为 典型 映射 。 定义 槛 映射 
p: R-R/ (Pi x R/(d), 
pr) = (9017), 02C7)). 
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我 们 仅 须 证 明 是 注射 及 ker(p) =《c) 便 已 是 够 了 (参见 定 强 
4.9)。 
任 取 CNY ER/(p'1), Cao(Cra) GRA(d)。 今 
六 = 78d + 7aa7 1。 
根据 (1) 式 ， 得 
oC7) 三 oCripd) 三 oll 一 op 1)71) 三 oC?1), 
O27) = caz(raap ) 1)= as((1 一 Bd)r,) = = 02(7,)。 
凤 pr) = Co1(71),02C72))。 于 是 Pp 是 满 射 。 今 了 7EKker(p)， 则 有 
ne Ir et Sol 


gst) =0—>rE(d) 一 会 if。 
因为 pri 及 了 无 不 可 复 的 公 因 元 ， 所 以 
2=pPiadjm， 
即 rE( 人 (7)。、 故 ker(p)CCc)。 反 之 ， 显 然 (CJCkerCoy， 故 
ker(o) =(c)。 | 
于 是 ， 根 据 定理 4.13 及 定理 4.15， 我 们 得 出 另 一 种 分 解 如 
下 。 
定理 4.16 设 只 是 一 个 主 理 想 整 环 ， 邓 是 一 个 有 限 生 成 的 只 
模 。 则 在 在 刀 的 元 束 pb ,pa( 其 中 可 能 有 相同 者 或 相伴 者 ?及 正 
整数 Si "Sq, 使 下 列 的 丸 横 为 同 构 ， 


MIR Cn x Rx xR 
定理 4.13 的 分 解 是 所 裔 挠 分 解 ， 定 理 4.16 的 分 解 是 初等 分 
争 ， 其 中 相应 的 fp;，…;P;y) 是 和 等 因子 。 很 自然 的 问题 是 ， 给 


定 只 模 闻 以 后 ， 这 些 挠 分 解 、 挠 因子 、 翅 等 分 解 、 人 
窜 叭 一 确定 呢 ? 答案 是 节 定 的 。 我 们 先 处 理 初 每 分 解 及 志 第 
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子 的 问题 。 令 人 为 
(IIRve; )) x (Rx .xR), 


前 牛 部 分 即 M 的 挠 子 横 N， 而 MA/AN=Rx…xR 是 一 个 自由 尺 
模 。 根 据 定理 4.10， 这 个 自由 模 中 含有 的 及 的 数目 n( 即 贝蒂 数 ) 
是 由 M/N 唯一 确定 的 ， 也 即 是 由 M 唯 一 确定 的 。 所 以 问 题 归结 
为 处 理 挠 子 模 入 的 问题 了 。 不 妨 即 合 


N=T1IR/GO:). 


易于 看 出 R/Cp:1) 的 消灭 子 为 (p:')。 我 们 假定 NN 的 初等 分 
解 式 中 诸 pi 或 者 相同 ， 或 者 不 相 伸 , 亦 即 将 相 件 的 素 找 因子 都 换 
成 同一 个 。 容 易 证 明 ， 这些 素 元 素 的 集合 {pi} 由 N 唯 一 决定 。 今 
Np， = {nEN: 存在 正 整数 k， 使 pin = 0}。 
显然 Np, 是 入 的 子 模 ， 而 是 ， 注 意 到 上 述 的 假定 ， 即 知 
No ~ TE Rp 


于 是 有 下 列 的 异同 构 


NI Ns,. 


经 过 这 样 的 简化 以 后 ， 问 题 归结 成 ， 对 一 个 固定 的 素 元 素 Pi( 为 
方便 起 见 ， 爸 P=p1)， 


Ns = TICR/Cp';)) 


可 不 可 能 有 另 一 个 彻 等 分 解 ? 
考虑 (PD)Np 及 Np/(p)Ns 两 个 异 。 不 难 夏 出 


(DJNp = TEDR, C1) = TTR ). 
『 一 上 i=1 
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上 式 的 辐 移 是 这 样 定义 的 ， 仿 R/Cp') 的 元 素 为 [rj R/Cp'17'》 
的 元 素 为 [ 门 。， 定 义 p: R/(p iD 一 (P)RACP 1 为 
RCLr]2) = Epr] 
读者 自 证 4 确 为 同 构 映 射 。 自 然 的 ， 如 果 5;=1， 则 Cp'7?) = 及。 
对 s; 采取 数学 归纳 法 ， 根 据 归纳 法 假设 ， 知 (p)Np 的 初等 分 解 
是 唯一 确定 的 。 于 是 Nyp 的 初等 分 解 式 中 Pp 的 方 短 指 数 集合 {5 办 
的 子 集合 (sj: 3j 户 们 也 是 崔 一 确定 的 。 昌 前 未 知 的 ， 仅 是 集合 
{si sj= 1。 我 们 仅 须 证 明 {s 六 的 总 数 僵 是 确定 的 便 已 足够 了 。 
为 紫 ， 我 们 需要 证 明 


《1) AxBCxDO~=ACx BID, 
共 51C 号 A 的 子 可 ，D 号 8 的 子 模 ， 
,» R/(p'i) ee 
(2 / opRrpDmRACPD， 
(3) Np/(p)INp Rp) x R/CP) x x R/Cp), 


此 式 右 候 共 宵 5 个 R/(p); 
(4) R/Cp) 是 域 ，Np/(n)Np 是 R/(p) 上 的 4 维 向 量 空间 。 
于 是 {sj} 的 总 数 8 是 由 和 Np/(p)Np 确定 的 ， 不 因 初 等 分 解 而 变 。 
证 明 (1) 式 。 我 们 定义 模 喘 射 
0: AxB->A/CxB/D, 
oC(Ca,b)) = (La], 56]). 
易于 看 出 o 为 -一 满 射 ， 而 且 ker(o) =C xD。 根 据 定理 4.9，(1y 
式 得 证。 
证 明 (2) 式 ,请 注意 (pCCp)。 例 0j: R/(p'i) ->RACph》 
定义 如 下 : 对 于 [Cr]1 ER/(p :i;), 
oi([r]) 三 [rjJ: € R/Cn), 
此 映射 oj 显然 是 满 射 。 又 有 
[rjs = 0< 和 7rE(p)<>r=1r'<>[r=pLr 1, 
足 ker(Caf) =(p)R/CP ID)。 根 据 定理 4.9，(2) 式 得 证 。 
(3) 式 可 自 (1) 式 及 (2) 式 西 护 导 用 。(4) 式 也 仅 须 让 明 Rr(py 
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是 域 。 根 据 定 理 3.24， 即 证 (p) 是 极 大 理想 。 因 为 玉 是 主 理想 整 
环 ， 如 有 有 理想] 宇 (P)， 取 a CA 八 (n)， 则 有 
1 二 (p,a) = (1)=R, 

所 以 (4) 式 也 得 证 。 

综 上 所 进 ， 我 们 有 下 分 的 叭 一 性 定理 。 

定理 4.17 ”在 定理 4.16 的 茹 等 分 解 中 ， 除 了 变换 次 序 外 ， 时 
的 分 解 是 唯一 确定 的 。 

采 ”一 个 有 限 交 换 群 G 为 循环 群 的 充 更 条 件 是 ， 在 G 初等 分 
解 巾 ， 所 右 的 pj 熙 不 相同 。 

证 明 应 用 中 国 剩余 定理 。1! 

我 们 现在 来 解决 挠 分 解 的 唯一 性 的 问题 。 

定理 4.18 在 定理 4.13 中 ， 以 的 挠 分 解 是 唯一 确定 的 

证 明 ” 取 M 的 初等 因子 的 集合 {pio…p39j ,如 果 Pi 与 Pi 
相位 ,可 今 其 为 相间 。 今 {p:,… ;pg 为 不 同 的 p; 的 集合 。 把 {pi1， 
Pi) 按 {P1,… ,Pe 的 次 序 排 成 列 ， 按 指数 的 大 小 排 成 行 如 下 : 


$ Es 
D1 5 Piti-!, piii, 
ps "> psi-1, ps21, 
Ea 可 
ps 00 Pp,»1-1, Pi 


其 中 租 行 指数 是 渐 增 的 。 在 总 的 挠 分 解 中 ， 
(om 


所 以 显然 易 见 ,(cD) 必 为 最 后 一 列 的 连 乘积 生成 的 , (ct-D 必 为 倒 
数 第 二 列 连 乘积 生成 的 ， 等 等 。 于 是 (CD , (62),…,《01) 此 由 初等 
押 子 所 确定 ， 巾 此 得 证 本 定理 。 | 

例 12 ”试问 有 几 种 互 不 同 构 的 阶 数 为 100 的 交换 群 ? 

根据 定理 4.16 及 定理 4.17， 阶 数 为 100 的 交换 群 不 外 平 
TazxZi， Lex LyxLs, ZaxZ5xZ5 OrxZaxZixZi 


224 


四 种 。 一 般 写 之 ， 设 n= 上 Lp;i, 不 难看 出 , 阶 数 为 7 的 交换 群 丰 


工 [Ps 种 ， 此 处 PCsi) 是 sj 的 划分 数 ， 即 5; 写 成 正 整 数 和 的 
i 
不 同 写 法 的 个 数 。 例 如 
1=1==>P(1) = 1; 
2=2，2=1+1 一 >P(2)=2; 
3=3, 3=1+2, 3=1+1+1=>P(3)=3; 
4=4, 4=3+1, 4=2+2, 4=2+1+1, 4=1+1+1+1 
—>P(4) =5, 
-等 等 。 例 如 ，100 = 22 x 52， 于 是 P(2)P(2) =2 x2=4, 
习 题 
1。 设 M 是 玉 横 ， M 和 尺 的 需 元 分 别 记 为 0x,0g。 证 助 
(1) 7r0x=0x，VrERs 
(2) 0rm = 0w， VmEM,; 
(3) (~ m=r(-m)= -rm, YreER, mEM, 
2. 证 明 K 模 M 的 任意 多 个 子 模 的 交 以 及 和 此 为 子 模 ， 但 子 
模 的 并 集 不 一 定 是 子 模 。 
3， 证 明子 模 M 由 {m;: 1E 人 生成 所 > M 是 包含 {mi: iE 7} 
的 最 小 子 模 ( 此 处 工 为 一 个 指标 集合 ) 。 
4。 设 工 是 环 尺 的 理想 ， 证 明了 是 尽 模 。 又 车 M 是 尺 模 ， 则 
1M 是 M 的 子 模 ， 
5。 设计 是 模 ，N, ,Ns 是 MM 的 子 模 。 命 
Ni: N,) = {rE R: rN,EN,), 
证明 (N :NN,) 是 R 的 理想 ， 
6. 设 AR 为 整 环 ,证 明 R 上 的 自 出 模 是 无 抄 的 。 举 例 说 明 无 
挠 模 不 一 定 是 自由 模 。 | 
7。 设 必 是 自由 R 模 ，{e1,e2,… ,ew} 是 必 的 一 组 R 基 ， 设 有 
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ol 


C1 ,2 ,tnEM, 满足 
(上 ,2 ,Cn) = (61,62,"° ;6n) A, 
共 中 


Qe CQ oe dng 


A= e0000 eee ooeoeee so res » aijER。 


Gn 02n lnn 


证 明 { 5 是 M 的 R 基 <>det4 是 RR 中 的 可 雍 元 。 

8.。 设 愉 是 环 。 如 果 每 个 自由 尺 模 的 子 模 都 是 自由 模 ， 证 吸 
RR 是 主 理想 整 环 。 

9。 将 向 晶 空 间 的 直 和 、 直 积 推广 到 模 上 。 

10. 将 群 的 第 一 、 第 二 、 第 三 同 构 定理 及 许 来 尔 定理 、 车 当 - 
荷 德 定理 推广 到 模 上 。 

11。 证 明 2/22Z 田 2/22 与 Z/42 不 同 构 。 

12. 有 多 少 互 不 同 构 的 交换 群 ， 共 阶 为 12 和 600? 


$5 若 当 标准 式 


在 本 节 中 ， 我 们 要 应 用 上 节 的 定理 4.13 及 定理 4.16， 以 求 得 
一 pe “车 当 标 准 式 ”( 请 见 定理 4.25)。 本 节 的 主要 工作 不 
是 了 解 及 解释 上 面 提 到 的 那 两 个 定理 。 
参考 例 11， 设 天 是 域 ， 4AEHomxk(K" 天)， 则 通过 4 的 如 下 
作用 ， 天 "成 为 一 个 天 [x] 模 ， 
fC = fA VHCx) EKEx], vek', 
于 是 定理 1.13 二 明了 
K"a=(K[x]/(c(x)) x x KLx]/(Ccr(x))) 
x CK[xX] xX x KLx]), 
因为 K[xJ] 是 无 限 维 的 K 向 量 空 间 ， 而 "是 有 限 维 的 天 向 量 窗 : 
间 ， 于 是 ， 上 式 中 的 第 二 个 揪 号 必 不 存在 。 所 以 我 们 有 下 列 二 定 : 
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理 。 为 了 简明 起 见 ， 我 们 假定 诸 ci(x) 并 为 首 一 多 项 式 〈 最 高 次 
项 的 系数 为 1 的 多 项 式 )。 事 实 上 ， 任 何 非 堆 的 多 项 式 ， 只 要 乘 
以 适当 的 常数 ， 氏 可 化 为 首 一 多 项 式 。 

定理 4.19 ” 设 K 是 域 ，AEHomx(K',K"), 售 x，v 定义 成 
ACv)，f(x)，v 定义 成 CA)Cv)，V f(x) EKLx]。 则 瞧 一 地 存在 
一 组 首 一 多 项 式 ci(x) ,C2CX),… ,C1(X) EKLx], 使 

1) ciCx)|esCx)| JerCx), degei(x)>1; 

2) K"a=K[x]/Ce.Cx)) x KLxY/ Cc) x x KLxJ/ CeiCx))., 
这 些 普 一 多 项 式 ce1(x) ,CoCx),… ,ci(x) 称 为 4 的 不 变 因 子 。 

定理 4.20 设 K 是 域 ，AEHomxCK",K"), 将 x.v 定 义 戌 
ACV)，, fCX)，v 定义 成 (A)(CV)，V f(x) EKI[xj。 则 瞧 一 地 存在 
一 组 不 可 约 的 首 一 多 项 式 P71.(x),*… ,pal(x)( 共 中 可 能 有 相同 者 ) 
及 正 整 数 5 ,… ,sa， 使 


里 
下 "<】TKFxz]ACiGz2 1), 

{PiGxz) 人称 为 4 的 初等 因子 。 

根据 上面 的 两 个 定理 ， 4 对 天 "的 线性 的 作用 ， 转 化 为 xx 对 
FTxz]7/ CCD) 的 一 般 的 乘法 的 作用 。 

定理 4.21 设 g(x) = dao ~ am_X" 1+X", 则 
天 [7 (9(Cz)) 眉 织 维 关 向量 窄 间 ， 基 日 {1, [Xj],…, [xD 是 
[Xj/(9(x)) 的 一 组 基 。 对 于 这 组 基 ， 线 性 变换 x 的 怎 阵 才 未 式 
《参考 定理 4.7) 是 下 列 的 所 谓 不 变 式 的 块 敌阵 ， 

0 .00 ”0 1 


1 0 0 ew ww 0 ai 
0 1 0 %…% ww 0 aa 


bem) 
bam] 
bem] 
[me 
© 
[~ 外 
已 
] 
[ 
\ 必 -一 
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证 明 我 们 先 证 {1 [52],*…, [x”!】} 是 [x]/(g(x)) 的 生成 
元 集 。 任 取 [f《x)]EK[x1/C9g《x))。 由 欧 几 里 得 算法 ， 存 在 d(x》 
及 r(*), 使 


fx) = d(x)9(x) +r(x), deg r(x)<deg g(x) =m, 
立 得 
[1CoO]= [dz)][g(xz)]+ Crex)] = [rcx)]。 
[r(x)] 自 然 可 以 由 {1 [z], [xs-9} 征 成 。 其 次 ， 设 有 
Saitx'] =0, 
即 


a 
1 


m-1 m -1 
[三 ac- Daixr' € (g(x)), g(x) 


pe 
故 as 三 0， vy i 二 0， ]， 1 一 1, 于 是 {1， [x], 0)y [x" 直 } 是 线 性 
无 关 集 。 因 此 ，{1, [x]J,…, Lx” !} 是 一 组 基 ，K[x]/Cg(x)) 是 
m 维 线性 空间 。 
我 们 有 具体 地 写 出 x 在 K[xj/(g(x)) 上 的 线性 作用 ， 
x(1)=[xx1]=0x1+[x]+0xEx]+* +0xCLx"-!], 


x([x]) = [xxx] 
=0x1+0xCLxI+[x]+0xEx + +0x Cx"-!], 


x(Lx" 1 =xx "= [x"]=a0+ax]+ e+ am Lr”!], 
取出 上 述 各 方程 的 系数 ,再 将 行列 调换 , 即 得 我 们 所 要 的 年 了 件 ， 
于 是 ， 我 们 有 下 列 关 于 “不 变 式 ” 的 定理 。 
定理 4.22 设 上 是 域 ，AEHomxCK",K")。 则 远 当地 选取 
天 "的 基 以 后 ， 和 的 特 阵 喜 示 式 可 以 成 为 如 下 的 所 谓 不 变 式 ， 共 
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中 对 角 线 上 毕 足 不 朗 式 的 块 年 陈 ( 见 定理 4.21): 
B, 


B, 


而 两 个 夭 阵 相似 的 却 要 条 体 是 ， 它 们 的 不 变 式 最 多 中 息 有 有 对 角 线 
上 块 算 阵 次 序 的 荆 完 ，。 

证 明 “不 变 式 的 存在 性 ， 可 以 直接 从 定理 4.19 及 定理 4.21 导 
出 。 

关于 本 定理 的 后 侍 部 分 ,其 充分 性 是 显然 的 ,因为 矩阵 与 其 不 
变 式 是 相似 的 ， 而 相似 关系 是 一 个 等 价 关 系 。 我 们 证 明 必 要 性 ， 
设 A4 与 8 相似 ， 则 A 与 可 以 看 成 同一 线性 变换 全 对 不 同 基 的 短 
阵 表示 式 ， 前 然 的 ，K" 通过 4 和 8B 的 作用 得 出 的 两 个 [x*] 模 是 
同 构 的 。 根 据 定理 4.19 的 唯一 性 ， 即 知 两 者 的 不 变 式 最 多 只 能 有 
对 角 线 上 块 和 矩阵 次 序 的 差异 。 | 

设 天 是 复数 域 C( 一 般 言 之 ， 可 设 域 是 “代数 封 闭 的 ”, 拌 
司 间 见 下 一 冀 ), 则 定理 4.20 给 出 惩 阵 4 的 一 个 简单 的 “ 若 当 标准 
式 ”( 评 匈 下 面 的 讨论 )。 我 们 村 用 到 复数 域 C 的 一 个 极 重 要 的 性 
质 ， 即 下 面 的 定理 。 共 证 明 在 下 一 章 的 $1。 

定理 4.23( 代 数 基本 定理 ) C[x] 中 的 不 可 约 的 多 项 式 其 是 
一 次 多 项 式 。 

上 面 这 个 定理 意 即 C[x]J] 中 每 一 个 次 数 大 于 霉 的 多 项 式 f(x》 
在 C 中 均 有 解 ， 这 因为 /《x) 可 分 解 成 不 可 约 多 项 式 的 乘积 


f(x) = TTCair-b), 


足 x= 有 /ai 即 其 解 。 应 用 定理 4,20 及 定理 4.23， 即 可 得 出 
定理 4.24 ”上述 的 {1[x-el,[Gx-ce)9 [xc 一 了)} 是 
KEx] (Cxc-ce)") 的 一 组 上 大。 相对 于 这 组 基 ， 线性 变换 * 的 矩 隆 : 
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我 示 式 是 如 下 的 沙 当 标准 式 块 拭 阵 ， 


证 明 显然 有 
(1)=*X1I+lx[z-ct0x[(z-c)2]+…+0x[z~c)m-i]s 
-=([z-c)=0xl+cxr[z-c+1x[C(z-c)2]+…+0x[(zs 一 ce)w1]， 


2([LCs~e)m 2])=0x1+0x[z-c+…+cex[rz-c)mo9+lxrz-cn-1]， 

zs(LCs— 6m 1])=0xli+0x[z-c+…+0x[lz-oOnm-2+cexf(a-Dnml]。 
聚 出 其 系数 即 得 本 定理 。 | 

定理 4.25( 若 当 标准 式 ) 设 AEHomxCK",K")。 如果 和 4 的 

不 变 因 子 ce1(*), CoCX),…, ci(x) 雯 可 在 K[x]J 中 分 解 成 一 次 式 的 
乘积 (例如 =C， 以 上 条 件 是 自然 成 立 的 ), 则 适当 地 选取 K" 的 
. 基 以 后 ， 剑 的 扎 阵 表示 式 可 成 为 如 下 的 落 当 标 准 式 ， 共 中 对 角 线 
上 若是 车 当 标 准 式 的 抉 矩阵 ( 见 定理 4.24): 


六 


J 


如 果 天 = C， 那 末 两 个 年 阵 相 似 的 充 要 条 件 是 ， 它 们 的 若 当 标准 
式 最 多 只 能 有 对 角 线 上 抉 矩阵 式 序 的 差异 

证 明 ”仿照 定理 4.22 的 证 法 ， 读 者 补充 完成 之 ， | 

设 域 天 是 实数 城 RR[x] 中 的 不 可 约 的 首 一 多 项 式 是 一 奖 
多 项 式 (x - 4) 或 二 次 多 项 式 (x -a)*+5(b 寺 0)。 其 证 法 可 自 代 
数 基 本 定理 导出 ， 详 情 请 见 下 一 章 。 这 里 我 们 暂时 先 应 用 这 个 事 
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实 ， 以 得 出 实数 的 若 当 标准 式 。 
定理 4.26 给 定 4,5ER，b 夺 0。 定 义 FCn)E CLx], GCn)， 
Hn) ERLx] 如 下 ， 
Fln) 二 L(x-— a)+ bi]* = G(n) + iHCn), n=1,2,, 
售 人 A=( 人 -0)2+D2。 
义 设 亿 是 一 正 整 数 ， 对 n=1,2,… mm， 兮 
Vom-2n+t+? = [Gn) + 五 (DA 
Vom—2n+1 = [Gn) 一 HC(n)IA"™™", 
则 人 i508,… ,v2m} 是 R[xJ/CA") 的 一 组 基 。 线 性 变换 x 在 这 组 若 
下 的 矩阵 夷 示 式 是 如 下 的 实数 的 若 当 标准 式 的 块 答 阵 , 


a b 

-bb a 0 
1 0 4 . 
0 1 -bb a ° 


0 1 0 a b 
L 0 1 -bb a 
证 明 我们 光 心 没 和 21,22,… ,Vom} 是 R[x]/( 人 入 ") 的 一 织 基 ， 
完成 本 定理 后 侍 部 分 的 还 明 。 
我 们 先 证 明 几 个 多 项 式 的 人 恒等式。 考虑 
(x~aFn)=[Cx— a) +bi*+ti— birCr—a)+ bil* 
=[G(n+1)+bHCn)I+iCHCGn + 1) -5CCD)]， 


于 是 有 
(1) (x—aGn)=GCnt+1)+oHn), 
(2) (x~-a)H(n) = HOn+1)- bon), 
肥 考 虑 


Fln+1)=[Gn- 1)+iHn— 1) a)?+ 2b(x-a)i- by 
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=[CG -1)+iEG -1I)]A. 
+ 2bi[GCn—1) +iG-1)]Cx-a+Dbiy 
=[G(n—1)+iHn -1A +2bitGn) + iHCn)], 


于 是 有 
(3) Gn+1)=Gn-1)A -2bHon), 
(4) Hn+1)=H(n -1)A+2bG0n), 


计算 下 趟 时， 以 (1),(2),(3),(4) 式 适当 地 代 和 天， 有 
《5) (x—-aVom-2nrs = [LX -aGCn) + x GT] An 
=[Gm +1)+HOn+1)- 2bG(n) 
+ 2bHCOn)JA”T® + bysm_2nti 


= Vm-2antt t+ DVom_2nt1, | 
T 1 


《6) (XxX— aVom-2nti= Vm_2n+s — PVam-2n+2e 


在 (5) 及 (6) 式 中 ， 如 果 m= 1， 则 


Vanm_on44= Vm_2nts = 人 An =0ERLxz]/(A7)。 
出 (5) 及 (C6) 式 ， 即 有 


XV) = av,— bv, + Vs, 


x(y2) = avi + by, + Vis 

XV3) = ays — by + vss 

XCy,) = bys + avs + Vey 

Xx(Vom-1) = QVsm-1 一 六 om 
x(vV2m) 三 bysm_!1 + AaVU,m, 


于 是 取出 其 系数 ， 排 成 矩阵 ， 行 列 调 置 ， 即 得 本 定理 的 后 中 部 
分 。 

我 们 现在 证 明 {v1;,02,… ,v2m} 确 是 RIx]J/AC 人 入 ") 的 基 ， 注 意 到 
R[xj/(A") 是 2m 维 实 向 量 空间 ,而 集合 {v4} 中 确 有 2m 个 元 素 , 所 
以 ， 如 果 {oij 不 是 基 ， 则 必 有 线性 相关 ， 即 存在 不 至 为 零 的 ai…， 
Lomn ER, 使 
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Daivi= 0 < YaiCA") 
了 i 
> Dv = 9 A” CC C REx]) 


> Daivi= 9(7) A" (g(x) ECLx]) 


>{010 呈 p02m} 在 CLxJ/CA") 中 的 象 是 线性 相关 的 。 
:我们 仅 须 对 最 后 一 个 命题 找 出 予 后 其 可。 
因为 CLxJ/CA") 是 2m 维 复 向 量 空间 ， 所 以 ， 我 们 只 要 证 只 
出 {52 ,Vomj} 是 CLxJACA") 的 生成 元 集 ， 即 知 共 必 为 基 ， 也 就 
介 C=a+bi,， 5=a-bi,， 显然 有 
A=(x-c)(x-5), 
1 


1 . 
DVam-2n+2 + Vom_2n+1) + DilVam-2nt2 — Vom—2an+1) 


= 下 (DA" 


= (X05) "(0)" "(x 0)" "= C0)" 一 on 


到 (pam_onys t+ Vm-2n+1) 一 Sivam_ont ~ Vm-2n—1) 
= (CC -iH(n)) A”* 
= x0)" (eo)" "x0)" "re" (0, 
于 是 由 {V1,… ,V2zm} 生 成 的 子 空间 VY 中 含有 
{Cx~— 8)", xX-c(r— CE)", ,xX—c)"-1(r 6)", 
(XC)", Xx— EX-0)", ,CX— 06)" 1Cx— 0)"}, 

这 些 元 素 分 别 记 为 Ui Ug ,Hm ,WW2 ,°° ,Wme 我 们 粟 证 有 明 {u1， 
Ua, Um WL Wy , ;wm} 生 成 C[x]/(A 和 人 ") ;如 此 便 证 明了 本 定理 ， 
泛 忠 如 证 的 环 同 构 ( 参 考 中 国 剩 余 定理 ， 即 定理 4.15); 

p: CxJ/CA")==CTxI/ (xe)") x CX/ Cx -05"), 

233 


因为 (x- 5) "与 (x -ce) "下 不 可 党 的 公 因 元 〈 因 9 专 0)， 记 以 存在 - 
a(x),AB(x)EC[x]， 使 

alx) (x -ce)"+hOx) x- 0)"=1, 
所 以 《x 一 0)" 在 环 CLx]/A(Cx 一 0c)") 中 的 象 是 轿 ， 以 及 (x 一 0)" 在 
环 CLx3ACCx -5)") 中 的 象 是 可 递 的。 于 是 ， 由 任 得 知 下 的 线性 . 


Daiplwi) =0 
立 得 在 C[x]/((x- 8)") 内 


m—1 


Dain(*- 0) =0, 
1 


而 (一 5 是 7 次 式 ， 故 {0Gx -5)7: 17=0), 1 一 1 是 C 疝 量 
答 问 CLxJACG 5")》 的 一 组 基 ， 所 以 上 式 的 诸 ajrli(7=0,17 
,一 1]) 必 全 为 畴 ， 这 就 证 明了 {pCw7): 了 =1， 2 如] 是 {0}x 
CLxj/((x-5)") 的 线性 无 关 集 ， 也 即 生成 元 集 , 同 法 可 证 
{pG0D 7=1,2,… ,0} 足 CLxJ/CCx 一 0)") x {0) 的 生成 元 集 。 综 
上 所 壕 , 人 tm sw, ,tmj} 是 CLx]/ACA") 的 生成 元 集 。 | 

定理 4.27 设 AEHoma(R",R")。 则 适当 地 选取 民 " 的 基 
以 后 ，4 的 矩阵 玫 示 式 可 成 为 如 下 的 实数 落 当 标准 式 ， 其 中 对 角 ' 
线 上 举 是 车 当 标 准 式 的 块 惩 阵 〈 见 定理 4.24 〈 其 中 ER) 及 定理 : 
4.26)， 

六 


J, 
而 且 两 个 矩阵 相似 的 充 更 条 件 是 ， 它 们 的 实数 若 当 标准 式 最 多 只 
能 有 对 角 线 上 块 算 阵 炎 序 的 差异 。 
证 明 仿照 定理 4.22 的 证 法 ， 读 者 补充 完成 之 ，1 
例 15 解 一 阶 常 微分 方程 组 (参考 例 8 )， 为 简便 起 见 ， 取 由 
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个 实 夯 数 的 例子 ， 


dj 
证 = Qf1+ Asf2 + Aasfa t+ Auf 


d 
站 = aolj + G22fa +t a23f3+ auf 


(1) 4 
fs =agfit+ Aasf2 + Aasfa + aaf os 
本 =aufit awfet Afat aufi, 
或 写成 征 阵 式 
fi fi 
qj J 1/ 
《2) 42 A 
8 3 
f, fs 
根据 定理 4.27， 存 在 年 阵 了 及 4A’， 和 使 
(3) A /是 4 的 实数 车 当 标 准 式 ， 
(4) A=BA’B-1, 
合 ; 
fi g1 fi 9 
f, 92 fs gs 
(5) 8-1 = ， = 月 。 
fs gs fs 9 
fs L gs fs ys 
则 以 (4) 式 代入 (2) 式 后 ， 两 侧 乘 以 B-!， 得 
| gyi | gi 
dl 9 | ,,| 9: 
‘6) dx ys = 人 yg3 
4 4 


解 出 (6) 式 ， 代 大 (5) 式 ， 即 得 到 万 ,js jj。 根据 定理 4.27， 
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《6) 式 中 的 4 基本 上 只 人 下 列 玫 种 可 能 : 


ri 0 


I 
Ee a a 
rs 人 r, 0 
| 0 ri 0 0 ra 0 {| 7 
r.00 r1000 ab 
0 0 
1 rl 0 1 六 0 0 -ba 
0 1 了 i ?1 0 0 rT, 0 
0 72 0 1 7 0 5 
ab a bi ab 
-ba 0 -bh ai 0 -ba 0 
ri0 Pr a, b, 1 10 ab 
0 ， 0 
1 ~ a, 01-ba 
i 我 们 试 以 最 后 一 个 矩阵 为 例 求解 ， 
g a bo 0 gi 
dl 9 | 1 00||9 
dx gs 0 a $b 93 
L gu 0 1-b a 94 
即 
d § 
(1’) dx91 = 91 + bgz, 
d 
C2’) i792 = ~ bg91 + a92, 
d 
3’) dx93= On +aga+ bg 
d 
(4’) dx = g2 ~ 093 + 494 


几 复 变 画 数 的 方法 求解 方程 式 (1), 027。 今 
hi=g+igs, ho=g91-igs=h, 


于 是 有 
d , d 。 
dz = (4 — bi)h,, rh = C0 + bi)h,, 
其 解 如 下 CK 为 复数 》 


h,= ke-si)*=k(Ce’*cosbx ie”sinbx), 

hs=h(e’*cosbx + ie’*sinbx), 
解 之 得 91, 92C01, 0; 为 实数 》 

91= C1e"*cosbx + ce” "sinbx, 

， gs = Cl6 “zc080X 一 C26 *sinbx, 
在 解 (37), (4 ) 时 ， 用 “变化 系数 法 ”， 即 在 (3), (4 ) 式 中 先 忽 
骆 g9， 对 gs 9 求解 ， 解 法 如 上 。 然 后 邻 其 系数 一 一 即 603,64， 
见 下 式 一 一 为 画 数 ， 代 和 天 (3 ) 及 (4 ) 式 中 求解 C3 及 C4: 


d 
(3”) BCCa(X)e" cosbx +ci(x)e’*sinbx)=g9 +agst+bg,, 


(4”) Cc)er rcosbx — cx)e’*sinbx) = 9 -bgst+ags, 
化 简 后 ， 立 得 
d d 
Hx03C*) = C1 dzxes*) = C20 
解 之 得 
Cax) =01xX+ C01, CX) =0ox+o, 
上 式 的 01,62,c1,02 此 是 实数 。 上 面 用 的 这 个 方法 ， 并 不 难 懂 . 读 
者 可 以 系统 化 地 加 以 推广 ， 
二 是 ， 解 一 阶 常 微分 方程 组 的 问题 归结 为 解 (4) 式 以 求 短 阵 
3 的 问题 。1 
喘 射 0: K[xJ->KLA1Co(x) = 4) 的 核 
ker(o) = {fCx): f(x) EKLxJ, CA)=0} 
显然 是 《fx] 的 寿 想 ， 因 为 K[x] 是 主 理想 环 ， 所 以，ker(0) = 
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《g(x)) .我 们 定义 4 的 极 小 多 项 式 为 生成 ker(0) 的 首 一 多 项 式 ，。 
这 4 的 航 小 多 项 式 是 g(z)， 则 立 得 
f(A) =0——>/(x) Eker(o)—> g(x) f/x). 

定理 4.28 设 AEHomx(K",K*)。 则 4 的 极 小 多 项 式 铮 于 把 
的 最 后 一 个 不 变 因 子 c1(x)( 参 考 定理 4,19)。 

证 明 ”用 定理 4,19 的 符号 , 4 对 "的 作用 同等 于 x 对 

KEx]/Ce(x)) x «x KCxI/ eCr)) 
的 作用 。 因 为 
cxz) [cs(xz) crfz)， 
所 以 c,《x) 作 用 在 KCx]/Ce4Cx)) C=1,2,……,1!) 上 广 等 于 0 线性 网 
射 , 了 世 即 c,《x) 作 用 在 KEx]JCeiCx))》 x…x KCLx]7Ce1(x)) 上 为 05 
于 是 我 们 得 知 ce1(4) 作 用 在 "上 为 0。 这 就 是 说 
c1(x) Eker(o). 
反之 ， 设 1C(4) 作 用 在 K" 上 为 0, 则 fCx) 作 用 在 
KExI/Cex)) x x KExI/(Ce(x)) 
上 为 0。 圣 别 是 1Cx) 作 用 在 KEx]/(e1Cx)) 上 为 9%。 于 是 
fCx) x1= 0 EKCLx]/ CoCx)), 

即 1x) E (ec1Cx))。 我 们 已 设 c1CX),…,c1C*) 均 为 首 一 多 项 式 ， 卑 
是 01(x) 即 为 4 的 极 小 多 项 式 ，1 

特别 良好 的 年 阵 是 选取 适当 的 大 后 , 它 成 为 如 下 的 对 角 和 矩阵 ， 


根据 若 当 标准 式 的 唯一 性 可 知 这 种 良好 的 插 阵 的 若 当 标准 式 就 是 
对 角 扎 阵 。 我 们 试 回 想 导出 若 当 标 准 式 的 过 程 ，1)》 求 出 矩阵 的 
不 变 因 子 ( 定 理 4.19); 2) 把 矩阵 的 不 变 因子 cjC*) 进 一 步 分 解 成 
《x 一 0) "的 乘积 ， 由 此 得 出 初等 因子 (*~c)'; 3) 在 与 每 个 初等 
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因子 相应 的 子 空间 中 ， 选 取 一 组 适当 的 基 ， 使 扰 阵 成 为 营 当 标准 
式 的 快 和 矩 阵 ，4) 综合 上 面 三 点 ， 得 出 矩阵 的 若 当 标准 式 。 不 难 轩 
出 ,和 扎 阵 的 若 当 标 准 式 是 对 角 和 扰 阵 的 充 要 条 件 是 ，2ix7C7 =1,2， 
…,) 可 分 解 成 一 次 多 项 式 的 乘积 且 无 置 根 。 因 为 c;Cx)1c1Cx)， 
所 以 立 得 : 

定理 4.29 一 和 矩阵 4 与 对 角 甜 阵 相 似 的 充 要 条 件 是 ， 其 极 小 
多 项 式 ct(x) 可 分 解 成 一 次 多 项 式 的 乘积 而 且 无 重 根 。 

肝 设 K =C。 如 果 A"=1(1 为 乏 撼 阵 )， 则 和 4 可 以 对 角 化 。 

证 明 x”"-1EkerCo)， 所 以 c1(x)|x" -1， 但 x" ~ 1 无 重 根 ， 
所 以 c1(*) 无 重 根 ，】 

我 们 要 用 到 一 个 矩阵 和 4 的 行列 式 detA4， 共 定义 如 下 ， 设 

dl 02 din 


Qo 02 '* a 
21 “22 2n 
A 二 


dn1 CQn2 脸红 Qn%n 
刻 
det4= > SEC in) Aa ni 
其 中 
0， 如 果 ,im 有 相同 老 ， 
SEC si) = 1， 如果 全 yi) 是 偶 变 换 ， 
-1， 如 果 ( ,i,) 是 奇 变换 , 
关于 “ 偶 变 换 ” 及 “ 奇 变换 ”请 见 定义 2. 22 ,以 上 行列 式 det A 的 
定义 与 4 为 实数 矩阵 时 的 定义 完全 相同 。 我 们 同样 有 下 列 的 恒 等 
式 : 
detC AB) = (detA) (detB)., 


其 证 骨 销 给 读者 。 
定义 4.15 设 AEHomxCK" ,kK")。 则 4 的 特征 多 项 式 定义 为 
det4Xx1 -4A)， 此 处 了 为 乏 和 从 阵 。 设 V 是 n 维 K 向 量 空间 ,TT 
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Homx(Y ,V)， 则 7 的 任 一 矩阵 表示 式 的 特征 多 项 式 称 为 7 的 特征 
放 项 式 ( 参 看 下 定理 ) 
定理 4.30 两 相似 第 阵 的 特征 多 项 式 必 相 等 ， 即 
det(x1 — A) = det(x1 - BAB™!), 
证 明 det(xT -BAB-!) = detCB(xI — AYB-!) 
= (detB)det(xl1 — A)(detB-!) 
=detC(BB-!i)det(x1 —- A)= det(xI -A). | 
4 的 特征 多 项 式 与 4 的 不 变 因 子 的 关系 如 下 。 
定理 4.31 设 4 的 不 变 因子 为 C1(X) ,C2CX),… ,crCx)， 则 不 
的 特征 多 项 式 
detGCxT ~ A) =c1(x)caCx) cx7。 
证 明 根据 定理 4.30， 不 妨 设 4 为 共 不 变 式 (参考 定理 4.22'， 


则 有 


det(x1 -A)= J]T det(x7- Di). 


我 们 仅 须 证 明 不 变 式 的 卖 矩 阵 Bj 的 特征 多 项 式 是 cj《*) 就 是 角 了 。 
设 了 = 有 ;为 不 变 式 块 扎 阵 ， 


Cj(X) = -AQ0 ~ AX dm x" + 
0 0 ag 
1 0 0 Qi 
则 B= Oi 
0 0 am-s 
1 am- 


将 det(x1 一 卫 ) 的 第 二 行 乘 以 x 加 到 第 一 行 上 ， 第 三 行 乘 以 x? 加 到 
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第 一 行 上 ，…， 第 m 行 乘 以 刀 加 到 第 一 行 上 上， 得 
0 0 0 … 0 cx) 


-1 x 0 4» 0 -al 
—] XX » 2 
det(x{ - B) = 
0 ”ma 


-1] YY 一 Cam-i 


按照 第 一 行 展 开行 列 式 ， 立 得 
det(x1— B)=cj(x), | 
深 ” 设 1(x) = det(x] 一 4) 为 4 的 特征 多 项 式 ，g(x) 为 4 的 极 
小 多 项 式 ， 则 gCx)|f(x)，f(4) =0，f(x) 的 模 此 是 gCx) 的 根 。 
! 证 明 ”我们 仅 证 明 最 后 的 部 分 ， 因 为 | 


i 


f(x)= TT1eCx) ， 


il 

而 且 c1Cx)1esCx) 上 leikx) =g9《x)， 所 以 f(x) 的 根 此 是 9(x) 的 : 
根 。 | 

定义 4.16 设 4EHomrkGK" ,KK")。 则 4 的 特征 多 项 式 
det(xI 一 A) 的 根 称 为 4 的 特征 根 或 特征 信 . . 

为 了 阐明 特征 值 的 几何 意义 ， 我 们 给 出 下 述 的 行列 式 的 基本 . 
性 质 ， 

定理 4.32 设 AE Homx(K",K")。 则 A 是 K" 的 自 同 构 ( 即 单 
满 线性 映射 ) 的 无 要 条 件 是 detA 志 0， 

证 明 一 >。 设 4 是 K" 的 自 同 构 ， 不 难看 出 共 逆 映射 4-! 也 
是 线性 的 。 于 是 有 

1=det 了 =det(44-0) = (detA)(det A-!). 

所 以 det4 二 0。 

后 一 。 设 A 不 是 K "的 自 同 构 ， 因 为 (参考 定理 4.9》 

dimK" = dim ker(4) + dim im( A), 
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碾 以 4 如 果 是 单 射 ( 即 Kker(4) = {0})， 则 必 为 满 射 《 即 im(A4)= 
下 )。 反 之 亦 然 。 于 是 4 底 不 是 单 射 ， 也 不 是 满 射 。 即 有 一 me 
水 " ,使 册 计 0, 但 Av,=0。 将 刀 扩 充 成 KR 的 一 组 基 {oza ,Ln}。 
贡 相 应 于 这 组 基 ， 天 "的 自 同 构 A 有 如 于 的 逢 陈 琢 示 式 


0 兴 … 六 
氏 为 4 与 C 是 相似 的 ， 故 有 第 阵 有 8 存在， 使 4= BCB-:， 故 
detA= (detB)(detC)(detB-D =detC =0. | 
于 是 我 们 有 如 下 的 关于 特征 值 的 定理 . 
定理 4.335 设 AEHomk(CK",K*)。 一 常数 4 EK 是 特征 值 的 
充 要 条 件 是， 存在 一 非 轿 向 量 E K"， 使 
Av = Aov, 
-这样 的 向 量 称 为 (特征 值 4o 的 ) 特 征 向 量 。 
证 明 ”一 >。 设 4 为 4 的 特征 值 ， 则 有 
det(407 一 4)=10。 
-按照 上 一 定理 ,我 们 知道 1 - 4 不 是 K" 的 自 同 构 , 所 议和 1 一 4 不 
是 单 射 ( 参 看 上 一 定理 的 证 明 )。 于 是 
kerChof - A) 霹 {0}。 
' 任 取 0 寺 VEkerCh1 - 4)， 则 有 (41-4)v=0， 即 hlv= Av， 亦 


邑人 = ob 
< 一 ， 设 有 v 寺 0， 使 Av = hv， 故 
(14 —- A)y =0, 
芭 0 二 VEker(C 7 - A), 


也 即 1o7 - 4 不 是 单 射 ， 授 照 上 一 定 烹 ， 立 得 
det(hol 一 Ay = 0, 


邯 加 是 A 的 特征 值 。 上 1 
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设 和 E 天 是 4 的 等 得 陡 ， 则 
{v: vEV, Arv=4v} 
是 V 的 一 个 非 零 的 子 空 间 ， 称 为 je 的 特征 子 空间 ， 记 为 了 。。 
我 们 将 dimV ,的 维 数 称 为 特征 利和 1 的 几何 次 数 ， 不 难看 出 ， 如 
困 (X 一 和 外 )|cslx)， 人 多 
ciCx) = (xX— ho) "plx), pCM) 0, 
则 有 
Kf[xJ/CeyCx)) KEXI/ C(x -hh)") x KCx]/ (CPCxX)), 
而 x 对 K[x]/CCx 一 机)") 的 作用 ， 按 照 定理 4,24， 有 下 列 的 夭 阵 
表示 式 ~ 
加 
1h 0 
0 1 加 
共 特 征 子 空间 是 一 维 的 。 于 是 得 出 
dimy， = fj (z-jo)1ci(x)} 的 基数 。 
昂 一 方面 ， 和 作为 特征 多 项 式 det(x1 - 4) 的 根 的 重 数 称 为 4 的 代 
数 次 数 。 于 是 我 们 有 
入 的 几何 次 数 生 和 的 代数 次 数 ， 
综 上 所 这 ， 我 们 立 得 ， 
定理 4.34 设 AEHomxCK"，&")， 则 4 可 以 对 角 化 ( 即 4 杠 
似 于 一 对 萄 算 隆 ) 的 充 灾 条 件 是 ， 所 有 特征 根 的 几何 葡 数 之 和 等 
于 n， 即 
DdimV, =n, 1 


io 
设 AEHomx(K",K")，f(x) 为 4 的 持 征 多 项 式 。 设 
f(x) =x ~ aX-1)'an, 
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锅 | 其 系数 ou 5an 训 以 解释 如 下 ， 
(~ 1)’c,=/(0)=det(0x1-A)=(-1)"detA, 
划 4 是 4 的 行 剂 式 。 习 分 


Qi Qi an 

a a a 

21 22 2n 

A= ， 
any Cn2 nn 
出 

XA 一 4 一 Qin 
a 多 一 也 一 人 
21 22 2n 

det(Cxz 一 Ay 三 
— ln) ~— lng X— lnn 


特 det(x1 一 4) 展 开 后 ， 部 得 
Qi=d+aes 二 十 Cnn。 


上 式 右 侧 称 为 矩阵 4 的 迹 。 从 上 面 的 讨论 中 ， 我 们 知道 两 个 相似 
什 阵 有 相间 的 特征 多 项 式 ， 所 以 必 有 相同 的 迹 及 行列 式 ， 

例 14 设 4 为 R 的 以 原点 为 心 的 旋转 ， 显 然 4E HomxCR， 
及 3?)。 其 特征 多 项 式 det(x1 - A) 是 三 次 多 项 式 ， 所 以 必 有 一 实 根 
00。 于 是 有 一 个 宙 的 特征 向 量 ?， 即 

Av = hv, 

vw 决定 的 直线 即 是 4 的 旋转 轴 ( 参 考 第 二 章 8 3 的 例 10， 在 那里 我 
们 假定 了 员 ? 的 旋转 此 有 旋转 轴 ， 而 没有 给 出 证 明 )， 同 法 立 得 ， 
及 2 ”的 旋转 此 有 旋转 轴 。 一 般 衣 之 ，R" 的 旋转 不 一 定 有 旋转 
轴 。 


习题 
1， 找 出 下列 乱 阵 的 初等 因子 、 不 变 因 -下 、 极 小 多 项 式 ， 


1 2 0 
《1)1 0 2 0 


1 -1 2 
; (2) 3 -3 6 |。 
i -2 -2 -1 2 -2 4 


2. 将 下 列 逢 阵 化 为 若 当 标准 式 ， 


4 5 -2 
《1) | -2-2 1 13 
-LI -~1 1 


3。 找 出 3 x 3 年 阵 A， 使 


5 4 3 
| -1 0 -3 上 
1-2 1 
成 若 当 标准 式 ， 


4， 证 明 下 列 三 个 有 理 扎 阵 对 有 理 数 域 Q 是 相似 的 ( 即 它们 
之 间 的 相似 演化 矩阵 可 以 是 有 理 撼 阵 )， 


0 1 0 -2 0 0 0 1 0 
40 0 |， 0 -3 0 ; 0 0 1 | 
0 0 -3 0 0 2 12 4 -3 


5。 设 A4,8 是 两 个 nxn 箱 阵 ， 它 们 的 元 来 都 在 一 个 域 《 中 ， 
又 设 有 另 一 域 一 XK， 而 A 与 B 对 域 K 相 似 ( 芭 存 在 PEGL(n,KK)， 
使 得 PAP™ =B)。 证 明 4 与 B 对 域 K 也 是 相似 的 ， 

6。 证 明年 阵 4 相 似 于 它 的 转 置 A7. 

7。 设 有 和 集 阵 4, B,C ,D， 使 得 分 块 和 矩阵 


A 0 C 0 
0 8 0 D 


相似 (4 与 C 的 阶 相等 ，B 与 D 的 阶 相等 )。 证 明和 4 与 C 相 似 ，8B 
与 局 人 自 似 ， 

5， 如 果 一 个 实 对 称 答 阵 4 是 藉 么 的 ， 旭 4 = 1 (1 为 之 捧 
阵 )， 


与 


9. 如 果 一 个 线性 变换 0 满足 9" = 0Cn 为 正 整 数 )， 则 称 0 是 : 
办 零 的 (nilpotent)。 证 明 一 个 富 泛 的 线性 变换 o 可 以 对 角 化 ( 即 
共 委 星 与 一 个 对 角 算 阵 相似 ) <=>o0 = 0， 

10. 找 出 一 个 实 和 矩阵 A， 使 仿 = I 但 和 二 1, 

11.。 设 A,B 是 复 向 量 衬 间 的 线性 变换 ,满足 4B = BA4。 证 明 
4 和 8 有 公共 的 特征 向 景 ， 

12. 设 A 是 线性 变换 。 证 明 fC(4) 以 1( 和 ) 为 特征 值 ， 这 里 和 4 是 
4 的 特征 值 ，f(*x) 古 一 元 多 项 式 。 

13。 设 A4 是 可 泛 线 性 变 澳 。 证明 47! 以 1/4 为 特征 秆 ， 这 里 4 
是 4 的 特征 值 ， 


$6 内 积 及 正 交 坐标 


在 $3 中 ， 我 们 过 论 了 上 向 量 宏 闻 Homx《V ,WD)( 参 考 定理 4.5 
及 定理 4.6), 其 中 有 两 个 特别 有 意义 的 情形 ， 一 是 V = W'(dimV < 
%) 的 情形 ， 在 84 中， 我们 证 明了 若 当 标准 式 定 仓 ， 二 是 W = 天 
的 情形 ， 这 是 本 节 将 要 研究 的 对 象 ， 

定义 4.17 Homg(V ,K) 的 元 素 称 为 VY 的 线性 丽 数 ，Homx(V ， 
五 ) 称 为 了 的 对 偶 空 间 ， 

“ 据 据 定理 4,6， 我 们 知道 
dimY< ce 一 > dimHomx(V,K)=dimV, 

于 是 了 与 Homg(V ,天 ) 是 同 构 的 (读者 注意 ， 这 是 在 dimVY< co 的 
限制 下 )。 - 

当 玉 = 尺 或 C 时 ， 我 们 将 引入 “内 积 ” 的 概念 ， 卉 且 用 内 积 
来 实现 Y 与 Homxk(Y ,天 ) 的 同 构 。 于 是 ， 我 们 有 下 列 的 定义 。 

定义 4.18 设 乓 = 有 或 C。 以 天 示 4 的 复 共 斩 数 ， 一 个 二 元 

f/f: VxV-> Kk, 
flv1,V02) = v1 ,V2> EK, 

如 采 适 合 下 列 条 件 ， 则 称 为 Y 的 能 内 积 ; 
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1) 《< ，> 对 第 一 个 变数 是 线性 的 。 即 对 任意 固定 的 以 EV 及 
对 所 有 的 oid， as,03EK， 恒 有 
Cv, obe + QV3> = QkV! ,V2> + Q3CDI ,Vg>8 
2) “upa> = Ue 1003 
3)《 ，> 是 非 退化 的 ， 即 
iV =0, VEyY 一 > =0, 
如 果 < ，> 适 仿 上 壕 的 条 件 1) 与 2) 以 及 下 列 的 较 强 的 条 件 3 )， 
旦 入 为 站 的 内 积 。 
37) Co /D0 VmEV, ,v=0—Dr =0, 
讨论 1) 人 条件 3 显然 较 条 件 3) 为 强 ， 所 以 ,内 积 下 然 足 弱 
岂 积 。 不 是 内 积 的 弱 内 积 是 存在 的 。 下 面 的 例 16 所 举 的 物理 学 的 
“上 时 - 窄 ” 四 维 宏 间 中 ， 就 有 一 个 自然 的 弱 内 积 。 
2)》 在 K =C 时 ， 弱 内 积 与 内 积 对 第 一 个 变数 不 是 是 线性 的 
， 我 们 有 


《aiD1 十 Gye ,Vs> = Vs ,GUI + GoVs> 
= (090 + dvs V0) = 1X0s 01> + BakV3 ,02> 
= C01 ,03> + BaKla ,Va> EA CV ,V9> + dCVs ,V3>, 
当然 ,在 特殊 情况 下 ,最 后 一 个 不 等 式 也 可 能 是 等 式 ， 如 果 K = RR， 
如 < ，> 对 第 一 个 变数 是 线性 的 。 
例 15 设 V = Ri3， 任 取 v1 ,v2 ER3，, 


4 bi 
v=| a, | vs =| pb ，, 
as bs 
定义 内 积 《vi ,V2> 如 下 ; 
V1,V2> = Qib + Asbs + asbs 
bs a TrDb, 
=[a aa 4]| b, |=| % b, |=viv,, 

bs Qs bs 


247 


不 难看 出 此 确 为 一 内 积 。 

应 用 这 个 内 积 ， 我 们 很 容易 把 一 些 几 何 概念 加 以 代数 化 。 例 
如 ， 

1)》 向 量 忆 的 长 底 = at+as+as = V01> 9 

2) 两 向 量 v1,24 的 距离 


4 Db = Vm 
3) 两 向 最 叫 ,V 的 夹 角 
C102> 

evi VCD ,V2> 

4) 两 内 是 刀 ,2a 五 相 迁 下 的 条 件 是 《v1 ,v2> = 0 

5) 通过 原点 的 平面 的 方程 式 ， 设 以 此 平面 上 的 点 为 端点 的 
向 量 为 、 平 面 的 法 向 量 为 四 ， 则 平面 的 方程 式 为 《v1 ,v> = 03 

6) 通过 向 量 vs 的 器 点 的 平面 的 方程 式 ， 设 v 及 刀 如 5) 所 示 ， 
则 平面 的 方程 式 为 wy -va>=0， 即 < 《v1 ,V0> = 0 

7) 以 原点 为 心 ， 以 7 为 于 径 的 球面 的 方 程式 ， 设 " 为 以 球 
面 上 的 点 为 端点 的 向 景 ， ， 则 方程 起 为 cb， v> =7?, 

例 16 ”过 VV=Ri， 我 们 定义 一 个 类 似 于 例 15 的 内 积 。 这 
很 容易 的 ， 读 者 不 妨 试 试 看 。 我 们 现在 把 R' 当成 物理 学 四 
“时 =- 窑 少 四 维 宏 间 ， 考 虑 一 个 弱 内 积 < ，>。 命 


0 = cos-! 


a, 六 
as bs 
vy, 二 zi。 一 
1 > 2 
Qs bs 
aa b, 


定义 《v1 ,V2> 为 

<Di Da> = CI01 + aobs + asbs— cabs, 
土 式 的 ?表示 光速 。 此 时 如 果 山庄 0, 可 能 有 <v1,0.> = 0。 前 王 维 是 
窒 间 的 三 维 , 最 后 一 维 是 时 间 。 我 们 坛 解 Cv1 ,V1> = 0 这 个 方 得 式 : 
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az+az+ag-cas=0， 

其 

及 :的 原 点 (0,0,0,0) 是 空 

间 及 时 间 的 原点 、 上 式 的 
解 是 空间 的 点 (4, ,4 ,43》 

及 时 间 as， 其 中 时 间 %。 
恰好 是 光线 从 原点 射 到 

(ai az ,as) 的 时 间 ( 正 值 )， 要 
或 区 线 从 (aaz,as) 射 到 


原点 的 时 间 ( 负 值 )。 上 式 广 一 、 对 原点 训 影 
刀 内 > [s) 时 | 的 过 去 
解 的 集合 是 “ 光 锥 ”。 我 

们 可 以 作 一 加 ( 图 4.2)。 4.2 


为 了 作 图 方便 ， 仅 把 空间 画 成 二 维 的 ， 
俩 17 设 Y=C" 或 民 "。 任 取 岂 2EV， 


al b, 
| az | b, 
1 三 。 V, 二 


定义 “一 般 的 ”办 积 <v1,02> 如 下 ， 


V1,02> = DIV = Dab, 


上 式 的 “~” 表 示 复 数 的 共 罗 。 参 考 例 15 的 了) 一 7)。 当 V=C* 
了 时， 除了 3) 的 夹 角 6 (此 时 cos 9 可 能 是 复数 ， 以 致 于 4 没有 几 
何 意义 ?外 ， 其 余 的 我 们 全 可 以 应 用 到 C" 里 。 简 早 之 ， 我 们 可 
以 把 1) ,2) ,4) ,5) ,6),7) 当 成 几何 概念 的 定义 来 建构 复 突 闻 的 包 
休学 。 

定理 4.35 设 Y 是 天 向 最 空间 ， 拓 是 域 尺 或 域 C。《 ,> 是 
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“六 的 弱 内 积 。 则 
{01, >}: wv EV) 
是 Homk(Y ,K) 的 子 突 间 ， 如 果 dimV 过 eo， 则 两 者 机 等 。 
证 明 显然 ，< 由 ，> 划 是 了 的 线性 画 数 (参考 定义 4.18 的 条 
你 1))。 久 有 


Dj aki, >= > ai ,Vj> = Da 07>) 


Lo ) 


故 { 人 0 ，>: VEV} 是 Homxk(Y ,KK) 的 子 实 间 ，。 
如 果 dimV<o0, 例 {三 ,to,…,unj} 为 V 的 一 组 基 , 我 们 要 证 明 
{< > ,Cu ，> ,sua，》} 是 线性 无 关 的 。 如 此 ， 便 得 出 
{v1, >: wv EV}= Homx(V ,Ky), 


设 有 线性 关系 式 了 a;<uj，>=0， 即 (ajuj，》=0。 上 由 定 


义 4,.18 的 条 件 3)， 即 知 
2 0 = 0。 
而 {sj} 是 Y 的 一 组 基 ， 故 三 =0(01 =1,2,…,n) 。 于 是 dj=0。 这 
就 证 出 了 {<2 ， > ,<Us, 2, KUn, >} 是 线性 无 关 的 。 | 
设 了 是 有 限 维 天 向 量 空间 ， 这 里 天 = 民 或 C. 任 取 一 组 基 
{Vi V2 Vn}, 今 py:V->K?" 为 V 的 个 标 系 。 设 < 9 > 为 一 给 定 
的 弱 内 积 。 念 AE Homk(K" ,KR") 为 如 下 定义 的 朱 阵 ; 
Ql G2 41 


a a ess 0 
21 22 2n 
dij = <VU1 ,Vj>, A- 


Qn Cn2 … Qnn 
' 任 取 u= by) + bavs 二 十 biVn, WwW=0V + Cs t+ + CnVn, 则 有 
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( 藉 ) Cu,w> = Dy Dre v7> 


下 


如 果 我 们 在 五" 中 定义 内 积 为 


41 


人 
C \ C 
\ ; 9 > =[Lb, bs: % bnlA ， » 


bn Cn cn 
则 ( 关 ? 式 可 写 为 
Cu,w> = Cp) ,po( 人 )>。 

在 这 种 意义 下 ，4 即 是 Y 的 弱 内 积 4 ，> 相 对 于 基 {om zz，… ,Vn} 
的 矩阵 表示 式 . | 

在 选取 基 {vi,vs,… ,vw} 时 ， 有 一 种 特别 优越 的 基 ， 即 所 谓 
“ 正 交 基 ，”， 其 定义 如 下 ， 

定义 4.19 一 组 林 {V1,Vs,… ,Vn} 如 适合 下 列 条 件 ， 则 称 为 
《对 弱 内 积 4 ，> 的 ) 正 交 基 : 

<VOi 0j> = 土 61j 

li， 1=]， 
0， 1 二 1 。 
讨论 如 玉 基 {etpa2n 是 正 交 基 ， 则 弱 内 积 的 简 阵 用 示 : 


式 是 


此 处 5 =| 
P 土 ] 


+] 
站 对 角 线 上 + 1 的 个 数 减 去 -1 的 个 数 ， 称 为 4 的 符号 着 或 弱 内 税 
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x ，> 的 符号 差 。 不 难看 出 ， 一 个 弱 内 积 是 内 积 当 且 仅 当 其 符号 ， 
美 呈 mn=dmY。 

定理 4.36 设 < ，> 是 有 限 维 向 量 空间 Y 的 弱 内 积 ， 则 Y 有 
正 奖 基 。 

证 明 ”从 V =V 开始 ， 我 们 逐渐 将 Y 分 解 为 

V=V,xV,x. xV, 
使 < ，> 作 用 在 每 个 Vi 上 仍 是 弹 内 积 ， 以 及 对 任意 的 viEVi， 
VjEVji， 如 果 i 诗 j， 则 重 有 <v1,vI> = 0。 最 后 我 们 要 做 到 !=7， 
dimYi= 1， 即 实现 Y 的 完全 分 解 。 

从 V =V 开始 ， 假 设 我 们 已 做 到 了 了 = 人 xyYsx…xYi 的 
阶段 。 设 dimV 1 之 1， 我 们 要 进一步 分 解 Vi。 任 取 的 一 组 基 
{did20… ,Um}， 则 有 两 种 可 能 : 

1) <uj,uj>=0, Vij=1,2,",m 

2) 存在 某 个 了， 使 <u3,4)> 寺 0。 不 妨 设 i=1。 

在 第 1) 种 情形 下 ， 我 们 要 另 取 一 组 基 {w1,w,,… ,wm}， 使 
之 成 为 第 2) 种 情形 。 显 然 ，<u1,47》 不 可 能 至 为 敌 ， 否 则 <u1 ,V1> 
=0, YUEVi, 这 与 《 ，>》 是 六 的 器 内 积 的 假设 不 符 ( 请 注意 % ，> 
是 非 退 化 的 )。 不 妨 设 <u ,us> 志 0。 如 果 ku ,us> 不 是 纯 盛 数 ， 则 
取 

Wi =U+tty Wa=U— Uy Wa= Us 0, Wm= Um 
就 有 
CW WI> = CU ,U2 + Lug, U2 + KU ,Ho> + UH, ,U2> 
= <ui yta> + <uUiyt2> 二 0。 


如 果 <ui ,ua> 吓 纯 虑 数 ， 则 取 
Wi = Ut dg, We = 二 一 il Wa= Hs ,Wr = Hm 
就 丰 
wi 017 =《ite ui> 二 《LIU2> 


三 ~—icus ,U1> + ii U2> = 2icu, ;U2> 计 0。 
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综 上 所 论 ，1) 可 以 归结 到 27 的 请 形 ， 
现 设 ui> 所 0。 取 另 一 组 基 {wiWa，…， wm 如下: 

WwW] = Li, 

Wi= Uj (CU U/C UD 1=2,°%,m, 
请 注意 ， 从 几何 上 看 ，(《ui,uj>/una>) 即 是 5 到 册 所 聊 
定 的 直线 上 的 投影 。 不 难 检验 

CW WI = CU UI 一 (KU UD/ UH) ,> = 0, 

取 W, 为 由 {wi} 生 成 的 向 量 空间 ,Ws 为 由 {ws,… ,wn} 生 成 的 向 
量 空间 ， 则 有 

Vi=WxW,, V=WxW,xV,x XW, 
容易 看 由 ,和 如果 v,4 属于 玉 ,,W,,V。,… ,Vi 中 的 不 同 者 , 则 <v ,4> 
= 0。 我 们 人 肖 须 证 明 < ，> 作 用 在 Wi,Ws. 上 ， 仍 是 弱 内 积 。 事 实 
上 ， 我 们 仅 须 证 明 < ，> 在 W,,W, 上 是 非 浊 化 的 。 

在 WiE， 如 果 到 0， 则 
Caw ,aw> = a ,WE0, 
所 以 < ，> 不 是 退化 的 。 在 W， 上 上 ， 任 取 4EWs, 如 果 <4,w2> =0， 
Vw3 EW,， 则 任 取 vEV， 设 
y= Wy+ 十 十 Uh， 
此 处 wi EW,, ws EW,, us EV,, 3 Un EVnm, 则 有 
u,v = CU WI + LU WE 二 《EU> + oo + CU, n> 
=0+0+0+t:…+0=0,。 

根据 弱 内 积 定义 中 的 条 件 3》， 我 们 立 得 4=0。 所 以 《< ,> 在 W。 
上 也 是 非 退 化 的 。 

以 上 证 明了 ， 如 果 dimVi 之 1， 则 六 可 以 按照 我 们 已 定 的 条 
件 进一步 分 解 。 自 然 ， 如 果 dim Yi>1， 也 可 如 法 分 解 。 如 此 逐 
步 进行 ， 一 直到 完成 分 解 ， 便 有 dim Yi=1， YY=YXYsX…X 
V。。 此 时 ， 任 取 Vj 的 基 {07j}， 则 必 有 “< ,V5> 夺 0，, 否则 < ，> 在 
Vi 上 是 退化 的 ， 不 成 为 肛 内 积 了 。 根据 绊 内 积 的 条 件 2) ， 
< 09> = 09 ,05>， 所 以 《v5 ,v5> 是 实数 ， 合 《05> = +a3 《ay 

253 


拒 员 ) ， 取 W =v /41, 立 得 Cw 5>= 土 61j。 于 是 {wi 0 ,ws》 
是 站 的 正 交 基 。 | 

讨论 1) 如果 < ，> 是 内 积 ， 则 易于 看 出 4 ，> 作 用 在 7 的 
任意 非 零 子 空间 避 上 也 是 忆 的 内 积 。 所 以 ， 按 照 本 定理 ， 任 意 非 
零 子 空间 口 也 有 正 交 基 。 . 

2) 一 般 言 之 ， 器 内 积 《 ，> 作 用 在 子 空间 迟 上 ， 可 能 是 退化 
的 ， 例 如 在 例 16 中 ，“ 光 锥 ”上 通过 原点 的 直线 都 是 一 维 子 空 
间 ， 在 此 下 线 上 , 《 ，> 恒 为 需 ， 故 4 ，> 为 退化 的 ， 在 此 子 空间 
内 ， 自然 不 可 能 有 正 交 基 了 。 | 

一 般 革 之 ， 域 天 (不 一 定 是 尽 或 .5C) 上 的 向 量 空间 的 任 一 
线性 变换 TE Homx(V ,Y)， 对 应 着 Y 的 对 偶 空 间 Homx(V ,一 ?的 
一 个 线性 变换 T*， 其 定义 如 下 ; ， 

(CT* 门 (CD =T7CTCGD)，VFE Homk(V,K), veV,. 
T* 显然 是 Homx(V,K) 的 线性 变换 ， 称 之 为 的 伴随 变换 。 设 
=R 或 C，V 有 一 器 内 积 《 ，>，dimY< ceo。 根据 定理 4.35， 
Homx(V ,KK) 即 是 {<V1，>: VEV}， 所 以 对 于 任 一 f = 《v1，>E 
Homx(V,K)，T*f 必 可 写成 <4，> 的 形式 。 于 是 ， 了 ( 它 规 定 了 
T*) 决 定 了 V 到 自身 的 映射 ( 仍 记 为 T*): T*(v1) =2。 容易 验证 ， 
这 个 T*: V->V 是 一 个 线性 变换 ， 仍 称 为 了 的 伴随 变换 。 在 这 样 
的 记号 下 ， 我 们 有 
T*(<y, 2)=<T*(V), >, 
注意 到 Homk(Y ,天 ) 上 的 变换 T* 的 定义 ， 即 知 
TY pa) = 0 TV0)>, VvEV,- 
故 有 | 
<T*Cv) va> = 0, Tv, VV V2 EY, 

例 18 设 K=R,， VV 是 可 数 无 限 维 K 向量 空间 , . 议 V 的 -组 

基 为 {01,V2,…,V4,…)。 定 义 内 积 《 ，> 为 ; 
(Paw Dbivs )= Dyaibi, 
“有 限 有 限 二 1 . . 
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定义 V 的 线性 变换 了 为 
TC) = TCD =V + Vs Vi>1, 
了 的 件 随 变换 T* 作 用 在 Y 的 对 侦 宏 间 Homk(Y ,天 7 上。 试问 
T#x<，>E{<，>: DEVY)? 
TYKD vi> = C0, TV) = V1, Vy + Vi> 
= CV,V1> = 1, YE 
显然 ， 不 可 能 有 任何 一 个 xEY， 使 人 "，> 有 此 性 质 。 
从 上 面 的 计算 中 ， 立 等 
{<v, >: vEV}SEHomx(V, K),. | 
设 上 =R 或 C，dimV =n<oo, 《< ，》 是 V 的 弱 内 积 。 我 们 
可 以 把 T* 具 体 地 写 志 来 。 任 取 {V1,92,…,2nm} 为 Y 的 一 组 基 ，P 为 
Y 的 坐标 和 对。 爹 4=[aiijnx， 为 弱 内 积 的 和 矩阵 盐 示 式 ， 即 
[ai 让 os = [Vi U3> Jrxne 
设 了 EHomx(V,V)， 其 作用 如 下 : 


了 (0 = 2 bjivj, 


1=1 


WU= cili w= Dy davis 
i=!l i 


行 : 
则 有 . 
<u, T(w)> =p(u)" ABp(w) 
=p(u)" (ABA-') Ap(w) 
= CABA-YT pu) "ApCw), 
硬 CT*CU), Ww = CpCu)" Ap(w), 


共 路 为 T* 的 逢 阵 表示 式 . 故 有 
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C=(4D4-07 = (A7)-187(A7). 


因为 417=<vi,07》 = 《vj,0i>=64i， 故 47=A。 于 是 T+ 的 逢 阵 . 
表示 式 为 A-1B"A。 如 果 此 弱 内 积 《 ，> 是 内 积 ， 则 可 选取 站 的 
正 交 基 {vV1,v2,…,Vn}， 即 有 4A4=1( 了 表示 和 矩阵 )。 如 此 ，T* 的 
和 矩阵 下 示 式 即 是 B7 = B+。 

综 上 所 瀑 ， 我 们 给 出 如 下 的 定义 。 

定义 4.20 设 天 = 尽 或 C，dimY =n<co《，> 是 了 的 弱 
内 积 。 设 了 EHomxCV,V)， 如 上 T=T*， 则 称 人 为 自体 变换 ， 
任 给 征 阵 BCFLCn,K)， 如 果 B=B*， 则 称 B 为 自 伴 答 阵 ， 思 
果 < ，> 为 内 积 ， 任 取 Y 的 正 交 基 ， 则 自 伴 变换 的 所 阵 玫 示 式 足 
直 伸 短 阵 ， 如 果 天 = 六 ， 则 称 自 伸 变换 为 对 称 变换 ， 自 位 算 阵 到 
是 对 称 和 矩阵 。 

定义 4.21 设 关 = 及 或 C，dimY=n<co 《，> 是 Y 的 弱 
内 积 ， 又 设 TE Homx《(V,V)。 和 如果 对 于 所 有 的 4,wEV， 本 条 
XTC4),T 了 Cw)> = <u,w>， 则 称 为 等 距 变 换 或 西 变换 。 显 然 ，T 
为 等 距 变 换 的 充 机 条件 是 ，T*# 了 为 恒 等 变换 。 

定义 4.22 设 4 为 复数 xm 上手 阵 。 如 果 4*4 =T， 则 称 和 A 为 
丁 和 矩阵 或 正 交 和 矩阵。 

定理 4.37 设 天 = 只 或 C，dimY =n<oo, < ,> 是 V 的 内 
积 ， 又 设 了 E Homxk(Y,VY) 为 等 距 变换 。 则 对 任 取 的 正 交 基 ， 工 
的 掩 阵 表示 式 妃 恒 为 酉 算 阵 。 

证 明 参见 定义 4.20 前 面 的 讨论 ， 自 明 。 | 

设 4 是 西 上 矩阵， 我 们 把 4 具体 地 写 出 来 ， 


Ql le "Qin 


Q21 (22 0 U2n 


A= =[u, Us 0 un 


ny Qnr2z ，… Unn 
-其 中 
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条 体 A*4= 了 期 是 


1， 1=j, 
也 时 疝 量 集合 {tw Un} 是 "对 一 般 的 内 积 ( 参 玖 例 14 及 例 
16) 的 一 组 正 痰 大、 所 以 西 矩 阵 也 称 为 正 交 集 阵 ， 
俩 19 在 定义 4.20 及 定义 4.21 中 ， 如 果 < ，> 是 内 积 ， 并 且 
在 天 "中 沁 一 般 的 内 积 ， 则 有 很 自然 的 对 应 关系 ， 
站 的 正 变 基 < 一 > 下" 的 标准 坐标 际 ， 
在 正 交 基 下 ， 有 
自律 变换 <—> 自体 统 阵 ， 
等 距 变 换 < 一 > 酉 算 阵 ， 
如果 < ，> 仪 为 呢 从 积 ， 则 以 上 的 对 应 关系 此 不 成 立 。 例 如 : 今 
V = R?， 呢 内 积 《 ，> 为 (参考 例 15) 


人 


设 了 为 下 式 所 定义 的 线性 变 


a 3 (3a) ~ 42) | 
人 = ‘9 
| a» 方 (a + 42) | 


则 有 
-a b 
人  ]7 (1))= sos b) — 3 abi+ bs) 
AL a, ~ b, };: < < 
La -adby -Da sa 
= ZF Ca 2701 2 2 1+ 4.) 
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-Ca [ob 
-人 (2 Dl 


所 以 立 得 全 =7T*， 肥 本 为 自 健 变换 。 玫 正 交 基 


1 0 
,小 
则 荆 的 年 泗 吉 示 式 8 及 弱 内 积 《 ，> 的 矩阵 表示 4 分 别 为 
r 3/2 -1/2 1 0 
3=| 1/2 1/2 | 4= 0 -1 ] 
而 了 * 的 年 阵 老 示 式 为 
B=A-: B+ATB*, 
所 以 在 弱 内 积 时 , 自 伞 变换 在 正 交 基 下 的 矩阵 不 一 定 是 自 伸 系 阵 ， 
习 题 
1。 设 了 1,1s 是 三 维 空 间 V 的 两 个 线性 画 数 。 问 常数 caz 必 
须 适 合 什么 条 件 示 能 使 1(x) =4a 和 f(x) =a 有 公 解 ? 
2. 举例 说 明 < ，> 是 弱 内 积 ， 不 能 保证 "地 0 时 
< 02 于 0。 
3。 设 {8ss sn 及 { 是 向 量 空 间 Y 的 两 组 
基 ，C 为 过 滤 筷 阵 ， 即 
tas = (821,22, En)C. 
设 < ，>》 是 V 的 缮 内 积 ， 在 {8&1,62,.… ,24} 和 {91 ,82.54} 下 的 俱 
阵 表示 式 分 别 为 4 和 B88。 试用 C 和 4 下 出 8， 
4. 证 明 弱 内 积 的 符号 差 与 标准 正 交 基 的 选择 无 关 ， 
5. 设 《< ，> 是 C 向 量 空间 Y 的 弱 内 积 。 证 骨 4 是 站 变 换 < 之 
A 在 某 组 标准 正 交 菇 下 的 短 阵 4 适合 
ATGA=G, 
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其 中 


6。 设 < ，> 是 向 县 空 间 了 的 内 积 。 定 义 一 个 向 量 ” 的 范 数 


《norm) 为 
ol = wk ,>, 
范 数 相当 于 长 度 。 证 明 
办 


试用 几何 学 解释 上 式 。 


义 

Vi={xEV: ,x>=0, VVEV,), 

称 Vi 为 V 的 正 交 补 。 证明 Vi 是 VV 的 子 空间 ， 生 
V=V.@BVi. 


考 虚 当 < ，> 是 了 的 能 内 积 时 上 进 二 结 诊 是 否 成 立 ? 


7。 设 < ，?> 是 上 笛 量 空间 V 的 内 积 ，V' 是 了 的 子 空间 。 冠 


8， 设 < ，> 是 人 上 向 量 实 间 V 的 办 积 ，A4 和 B 是 线性 变换 ， 


证 册 
(1) (424)* = 有 Ar*， 其 中 4GC) 
(2) (A+B)*= Ar 有 fi 
(3) (AB)* = B*A*., 
9. 对 于 a 的 毅 些 值 ， 下 面 的 年 陈 是 西 朱 阵 ? 


a 0 r a .. 1/2 
D | ， 2) | . 
DL ,| . 上 -1/2 a | 


10。 证 《< ，> 是 5 下 是 鹤 忆 站 的 内 积 ，4 是 和 白 件 变换 。 


对 于 任意 的 "ECV，《“4(o) ,a> 总 是 实数 ， 


证 中 
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7 谱 论 


今生 为 一 线性 变换 ， 则 4 的 特征 值 的 焦 合 又 称 为 4 的 谱 的 集 . 
合 。 在 物理 学 的 量子 力学 中 ， 一 个 物理 量 一 一 例如 质量 、 能 是 、 
光 的 频率 等 等 一 一 常 对 应 一 个 自 件 变 换 4， 而 这 个 物理 量 的 测 府 
结果 的 纯 态 一 一 例如 光谱 分 析 仪 得 出 的 光谱 一 一 即 是 这 个 自 件 变 
换 4 的 特征 值 。 所 以 ， 特 征 值 又 称 为 谱 。 
在 本 节 里 ， 我 们 假定 Y 为 有 限 维 的 向 量 空间 ， 而 且 有 一 内 
积 。 我 们 将 要 证 明 两 个 定理 ， 
1) 设 站 为 实数 或 复数 向 量 空间 ， 则 对 于 了 上 任 一 自 件 变换 
4， 都 存在 着 相应 的 正 交 基 {201,22,… ,vs}， 使 4 的 作用 为 实数 对 - 
角 和 矩阵 的 作用 ， 即 
AhACOD =4i0i i=1,2,°,n, 
其 中 4 ER, 
2) 设 V 为 复数 向 量 空间 , 则 对 V 上 任 一 等 距 变 换 ( 即 西 变 换 、 
A， 都 存在 着 相应 的 正 交 基 {2v1,0,,… ,vw}， 使 A 的 作用 为 对 角 箱 . 
阵 的 作用 ， 即 
ACID =MiDi i=1,2,,n, 
其 中 EC， 且 全 的 绝对 值 为 1。 
上 述 的 第 二 个 定理 对 实数 向 量 空 间 并 不 成 立 。 可 参看 例 21.. 
我 们 先 证 明 四 个 引 理 。 
引 理 1 设 V 是 有 限 维 的 复数 向 量 空间 ， < ，> 是 站 的 内 积 ， 
A 是 V 的 自 件 变换 ， 则 和 4 的 特征 值 此 是 实数 。 
证 明 ” 设 4 是 4 的 特征 值 ,sv 是 特征 值 4 的 特征 向 量 。 请 注意 ， 
4 可 为 雳 ， 但 v 不 能 为 畦 向 量 。 按 照 自信 变换 的 定义 ， 有 
Acv,v> = <, ACV)> = 《A ,0> 
= Chv,v> = ALv,v>, 
于 是 (4— XV,v>=0, =， 
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即 1 为 实数 。 | 

引 理 2 设 V 是 有 限 维 的 实数 向 量 空间 ，< ,> 是 V 的 内 积 ， 
4A 是 V 的 自分 变换 。 则 4 的 特征 多 项 式 ( 即 和 A 的 不 变 因 子 ci(x)， 
cz) ,61z) 的 乘积 )》 可 分 解 成 实数 一 式 多 项 式 的 乘积 。 

证 明 任 取 V 的 一 组 正 交 基 {91 ,V6,*… ,vn}。 命 A 对 {21 ,Vo 
v4} 的 矩阵 下 示 式 为 BEHoms(R",R")， 按 照 定义 4.15 及 定理 
4.30， 我 们 要 证 8 的 特征 多 项 式 可 以 完 双 分 解 成 实数 一 浆 多 项 式 
的 乘积 。 

我 们 考虑 BEHomw(R",R")CHomo(C",C')。 因为 B 为 自 
件 算 阵 , 自 然 有 B*=7 =B， 于 是 ,不 论 在 Homn(R", 尺 ") 中 考虑 ， 
还 是 在 Home(C",C") 中 考虑 ，B 总 是 自 伴 和 矩阵， 分 B 的 特征 多 项 

f(x) = det(xl ~- B), 
在 C[x] 中 f(x) 可 分 解 成 一 次 多 项 式 的 乘积 
f(x)= TIx-d), 


此 处 di 为 B 作 用 在 C" 上 的 特征 值 。 根 据 上 一 引 理 ，d; 侍 为 实 致 ， 
于 是 B 作 用 在 R" 上 的 特征 多 项 式 ( 同 是 f(x) = det《x1 - B)) 可 以 分 
解 成 实数 一 次 多 项 式 的 乘积 。| 

根据 引 理 1 及 引 理 2， 应 用 定理 4.25 的 结果， 不 论 乓 = 及 或 
C， 对 应 于 向量 空 间 V 上 的 自 爷 变 换 A4， 此 存在 V 的 一 组 基 ， 
使 A 的 年 阵 表 示 式 为 车 当 标 淮 式 

a 
[0 


2 


0 


其 中 的 块 征 阵亡 萌 形 如 
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cs 0 | 


1 os 


0 


其 中 cj 为 实数 ， a 也 即 所 
有 的 基 乱 放 万 此 是 1x1l 的 矩阵 。 不妨 设 用 = 帮 ( 同 法 可 证 共 侈 
移 )。 设 帮 足 1x 1! 的 征 阵 。 假若! 污 1， 则 有 
AC(Ws) = C1Ws + Wet Vs<l 
人 (or = ciw1, 
本 … ,wi 为 使 得 4 的 算 阵 泵 示 式 呈 若 当 标 准 式 的 前 i 个 基 向 
量 。 计 算 下 式 : 
Wi AGO = 011s 001> = C11 wy, 
得 于 4 是 自 件 变换 ， 所 以 上 式 左 端 又 钼 于 
ACWIL1) ,WI>= Lew + Wi, WI> 
=CCWIL ,WI> + Cw ,WI> 
= CCWIL WI + SW ,WI 
《此 式 计算 中 应 用 了 cE R 的 事实 》， 于 是 得 出 Cw1,w1> =0。 这 与 
内 积 的 定义 相 韦 。 总 上 所 论 ， 我 们 有 下 面 的 引 理 ，; 
引 理 5 条件 如 引 理 1 或 老 引 理 2 。 则 存在 了 的 基 ， 使 4 的 
矩阵 类 示 式 为 对 角 和 给 隆 。 | 
对 于 自 件 变 换 4 的 下 同 的 特征 信和 4 二 4%.，， 共 畦 征 子 襟 间 V ,及 
V ,有 下 述 关系 : 
引 理 4 ”条件 如 引 理 1 或 者 引 理 2。 设 有 4 的 不 同 的 特征 伞 
4 志和 2， 及 其 特征 子 空 间 V， 及 Vi,。 则 对 于 任意 的 VEV,,， 
VsEV,。， 恒 有 <v1 ,za> = 10。 
证 明 ”让 于 和 ,4。ER， 故 有 
AiKDi sta> hv V2 > = <ACV) ,V2> = LV, ACv,)> 
= V1, hay2> = AsKV ,V2>, 
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所 以 (Ah — A Cv ,V2> = 0 
即 有 Cu,02>=0。 1 

给 定 自 健 变 换 A4， 选 取 V 的 一 组 基 {wi,w,,… ,wn}, 使 A 的 答 
阵 走 示 式 为 对 角 算 阵 。 然 后 按照 4 的 特征 值 {4, 和 4,… ,4%m} 重新 
排列 基 向 量 ， 使 前 九 个 生成 V ,,， 其 余 几 个 生成 V ;,， 等 等 。 因 为 
内 积 《 ，> 在 每 个 V,, 上 的 作用 就 是 V; ,的 一 个 办 积 ， 根据 定理 
4,36， 可 以 在 每 个 V ,里 选取 一 组 正 交 基 。 今 这 些 正 交 基 的 并 集 
为 {u ud， 则 根据 引 理 4 ， 立 得 {uyva…yun} 是 Y 的 正 交 
基 。 自 然 的 ，A 对 {41,w,… ,un} 的 矩阵 表示 式 是 对 角 和 矩阵 。 于 是 
我 们 有 ， 

定理 4.38 设 V 是 有 限 维 的 K 向 量 空间 ，K=R 或 C, 《< ，> 
是 V 的 内 积 ，4 是 V 的 自分 变换 。 则 存在 V 的 正 交 共 {t4 ,V2,* ,us 
及 实数 和 ,4,,。 me 及 9 使 

ACU) = i=1,2,%,n, 

也 即 4 对 {ut tn} 的 矩阵 表示 式 是 实数 对 角 息 阵 。 

证 明 见 上 面 的 讨论 。 | 

例 20” 任 取 一 个 实 系 数 的 7 元 二 次 多 项 式 如 下 : 

f xix Xn) = DY orixs+ Dbixst+o, 


命 dj 定义 如 下 ， 


dii = Gil Vis 


1 . 
dij= dji = Fai (全 1 。 


合 和 矩阵 口 为 
di dig din 
d d d 
D -| ee 
dn du dn 


则 D7 = D。 不 难看 出 
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x IT rx] 
了 


xX, 证 
fxX1,X2, ,Xn) = . D ~ | 
YH : ?=1 


x x 


在 及" 内 采用 一 般 的 内 积 : “0 >= oa ， 则 刀 自 然 定义 一 自 伴 变 
换 ， 即 


% 


vTe (Du) = (DTr) Tou = (DV) Teu, 
根据 定理 4.38， 存 在 -- 正 交 第 阵 C 及 一 对 角 和 矩 隆 上 ， 售 


D=C7iEC, 

风 为 正 交 算 阵 C 适 合 关系 式 C*C = 7 在 目前 这 个 实效 的 汉子 中 ， 
C*=CT=C7, 

歼 CTC =1， 于 是 C7!=0C7。 所 以 上 式 可 以 写成 
D= CTEC., 


代 和 人 原 式 ， 立 得 


x 下 Xi 
fx xn)=| : | CTEC : + Dbixite | 
Xn xn 机 


抽 二 次 多 项 式 了 可 写成 
f= Divs+ DY vite, 


人 哟 处 入 为 对 角 垂 阵 上 的 对 角 线 上 的 实数 ， 即 人 的 转 征 值 。 
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以 上 的 过 论 ， 对 二 次 明 面 的 分 类 很 有 用 处 。 在 两 个 变数 的 时 
' 候 ， 二 次 昌 面 即 二 次 曲线 ， 
fx1s Ke) = QQiaxcixas 二 Go2782 十 bixit+ boxe 十 C。. 


.应 用 上 面 的 讨论 ，f 又 可 写成 


A 0 Yi Yl ' 
re a le lh 
0 1, 加 Jy2 


=Ay TAY rr bay tC 


此 处 {yi,52} 也 是 正 交 坐 标 系 。 按 照 入 ,入 的 值 ， 二 次 曲线 可 分 类 
为 ，1》 椭圆 ，2j2>>0 2) 双 邮 线 , Ma<0 3) 抛物 线 : 414 = 
0。 同 法 我 们 也 可 以 将 三 维 空间 的 二 次 曲面 进行 分 类 。】 

以 下 我 们 处 理 等 距 变 换 ( 即 西 变 换 ) 的 “ 谱 论 ”，。 

引 理 5 ”设立 是 有 限 维 的 复数 向 量 空 间 ，《 ，> 是 内 积 ， 人 4 是 
的 等 距 变 换 。 则 4 的 特征 值 的 绝对 值 佛 是 1 。 

证 明 设 4 是 4 的 特征 值 , v 是 特征 值 4 的 特征 向 量 ， 按 照 等 
: 距 变 换 的 定义 ， 则 有 

o> = CAC) , ACVY> = hp, Av> = RACV ,VY, 

, 赦 1412=44=1， 14 =1 | 

我 们 现在 证 明 4 的 若 当 标 准 式 为 对 角 扰 阵 。 就 像 在 引 理 3 以 
前 的 讨论 一 样 ， 仅 须 证 明 所 有 的 车 当 块 扎 阵 都 是 1 x 1 的 和 矩阵、 任 
. 取 有 A 的 一 个 车 当 块 箱 陈 了 了， 假设 


Txt 


命 {w ;02 ,0 ;wi) 为 相应 的 一 部 分 基 向 量 ， 则 有 
A(w,s) = CW + Wp1s s<l, 


A(wi) = Cw, 
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挨 照 四 理 5，|Jc| = 1。 计 算 下 式 ; 
WI WWI> = AAC) ACWI)> = Lew t+ wi, ew 
三 CW WI> 十 cw ,WI> 


= Wi WI> + CKW1 ,WI>, 


天 <w1,wi> =0。 这 与 内 积 的 定义 矛盾 。 于 是 我 们 证 出 

引 理 6 条 件 如 3 引 理 5。 则 存在 V 的 全 ,使 A 的 年 阵 表示 式 是 
对 角 阜 阵 。 

类 似 于 5 引 理 4， 我 们 也 有 下 面 的 引 理 。 

引 理 7 和 条件 如 引 理 5。 设 有 A4 的 不 同 的 特征 值 和 1 太刀， 及 共 
相应 的 特征 子 空间 i,V;。。 则 对 于 任意 的 VEV 1,，vV2 EV 4,， 
恒 有 <v1 ,vs> = 0。 

证 明 《v1 ,v2> = <ACV), AG)> = CAV ,dave> = A hkV, ,V2> 
由 于 js = 1， 故 4 = 411。 代入 上 式 ， 有 

VI ,V2> = er > 
日 是 和 于 4 履 必 有 5<w pa> = 0。 | 

综合 二 面 所 证 的 几 个 引 理 ， 我 们 立 得 ， 

定理 4.59 设 站 是 有 限 维 的 复数 向 量 空间 ，《 ，> 尽 内 职 , 太 
是 V 的 等 距 变 换 ( 即 西 变 换 )。 则 存在 V 的 正 交大 {42,… ,Ws} ,及 . 
绝对 值 为 1 的 复数 ,4,,… ,4。， 使 

ACui) = hi 1=1,2,,n, 


也 即 和 4 对 {t,t2，… ,tn} 的 年 隆 类 示 式 是 特 全 什 的 绝对 值 代 竺 于 
1 的 对 角 年 阵 。 

例 21 对 于 实数 向 显 衬 间 ， 定 再 4.39 是 不 成 立 的 ， 例如 在 突 
数 平面 上 ， 取 一 转角 不 等 于 zx 180" (nz 为 整数 ) 的 旋转 4。 4 自然 
是 等 距 变 换 ， 但 4A 显然 移动 每 一 条 通过 原点 的 点 浅 ， 玖 A 并 万 类 
数 的 特征 值 ， 自 然 4 的 储 阵 表示 式 也 不 相 雇 于 对 角 答 阵 。 
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习 题 

以 下 设 Y 是 C 向 量 空 间 , 《 ，> 是 内 积 。 

1. 如 果 线 性 变换 4 满足 AA* = A*A4， 则 称 4 是 一 个 正规 变 
: 换 . 证 明 

(1) 自 件 变换 和 西 变换 都 是 正规 变换 ， 

(2〉 若 4 为 正规 变换 ， 则 4 和 4* 有 共同 的 特征 向 量 ， 且 蛙 
征 值 互相 共 圈 ， 

《3) 车 4 为 正规 变换 ， 则 属于 4 的 不 同 特 征 值 的 特征 向 量 
互相 正 交 ， 

2。 设 4 是 正定 扎 阵 ( 即 4 是 实 对 称 和 矩阵 ( 行 数 为 D)， 且 对 任 
意 的 

X=[L x xz … xn J ER', 

都 有 "AX 宇 0， 而 仅 当 关 = 0 时 地 有 X7AX =0)。 证 明 A 的 特征 
值 此 为 正 数 。 

3。 设 4 是 V 的 自 件 变换 。 如果 <A(a) ,a>>>0，VYVaEV\{0)， 
则 称 和 4 为 正定 的 自 件 变 换 。 证明， 

4 是 正定 的 自 伸 变换 所 > 4 的 转 征 信和 此 为 正 数 ， 
4。 设 4 是 了 的 可 逆 自 伸 变 换 ， 证 明 42? 是 正定 的 自 件 变 换 ， 
5。 设 A 是 V 的 可 逆 线 性 变换 ， 证 明 AA* 是 正定 的 自 促 变 


6。 设 4 是 了 的 自 伴 变换 。 又 设 4 是 4 的 一 个 特征 值 , 日 是 4 
的 特征 多 项 式 的 K 重 根 。 证 明 V 的 属于 4 的 特征 子 空 间 V ;的 维 数 等 
Jk。 

7.。 设 了 是 Y 的 正定 自 件 变换 ，4 是 工 在 一 组 标准 正 交 基 下 
的 拒 阵 。 对 于 A=[ Xx。 yx ] EC"， 定 义 

JCX) = XTAX, 
-证 明 存 在 可 人 道 第 陆 C， 使 得 
1 X=y? + y+ + y?, 
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共 中 XK=CC In ye ys 7 
8， 设 4 是 nxn 自 件 短 阵 。 证 切 存 在 ax? 可 逆 矩 阵 G， 使 得 
A= ecr。 
9。 设 4 是 Y 的 线性 变换 ， 满 足 4h* = -4。 证 明 4 的 特征 值 苦 
是 堆 或 纯 虚 数 。 特 别 地 ， 实 反对 称 矩 阵 的 特征 依 此 是 堆 或 纯 虑 
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第 五 章 一 元 多 项 式 的 解 及 域 论 


§ 1 C 的 代数 封闭 性 


在 一 般 科学 或 数学 里 ， 对 于 某 些 数量 、 数 据 以 及 画 数 ， 通常 
先 求 得 它们 必须 适合 的 必要 条 件 ( 这 些 必 要 条 件 常 表现 成 一 组 方 
程式 ) ,然后 进一步 运用 推理 的 方法 ， 导 出 这 些 数 量 、 数 据 及 画 数 
来 ， 第 一 个 步骤 ( 求 得 必要 条 你 的 步 又 ) 分 属于 各 种 学 科 与 数学 幢 
领域 。 第 二 个 步骤 (从 必要 条 件 求 解 ) 属 于 数学 的 范围 。 这 是 数学 
的 精妙 功 天 ， 也 是 数学 的 赔 有 趣味 的 荔 在 。 

按照 这 些 方 程 的 类 别 ， 这 些 必 要 条 件 可 以 分 成 代数 方程 式 ， 
微分 方程 式 、 积 分 方程 式 等 等 。 代 数学 的 要 义 是 处 还 代数 方程 组 
的 解 的 集合 ， 以 及 用 代数 的 方法 处 理 一 些 非 代数 性 的 方程 组 ， 卉 
从 此 推论 出 一 些 效 学 的 往 质 。. 

在 前 几 章 ， 我 们 已 经 遇 到 不 少 这 一 类 的 例子 。 例 如 ， 

1) 求 一 组 同 祭 式 的 公 解 , 解 的 存在 性 及 在 某 种 意义 下 的 唯一 
.性 (中 国 剩余 定理 ， 即 定理 1.10) 

2) 两 个 二 元 多 项 式 的 公 解 (第 三 童 例 8 )， 

3) 从 一 个 矩 阵 AE HomoCC",C*) 的 特征 多 项 式 deti(x1-A) 
求 得 4 的 车 当 标 难 式 的 有 限 的 几 种 可 能 的 形式 。 从 而 知道 选择 适 
当 的 坐标 系 以 后 ，4A 的 几 种 可 能 的 作用 (第 四 章 $5); 

4) 从 奇 葡 实 数 多 项 式 苷 有 实数 解 ， 利 用 和 尾 征 多 项 式 ， 推 出 
Ra2a+1 的 旋转 熙 有 旋转 轴 ( 第 四 章 例 14)， 

在 3) 与 多 中 , 特征 多 项 式 det(x1-A) CKLxj] (CK 为 R 或 C)，。 
实际 上， 把 KX 中 的 元 素 4 与 41 认同 后 ， 成 了 HomgCK",K") 的 子 
环 ， 分 L =HomxCK',K")， 则 可 以 考虑 K[xJ] 中 的 元 烷 det(xi-A) 
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在 上 中 的 根 。 一 般 言 之 ， 设 R 为 -交换 环 ，S 是 包含 R 的 个 
环 ，/(X)E RELxJ]， 则 在 S 中 求 1(x) = 0 的 解 是 有 意义 的 ， 

关于 一 组 方程 式 的 解 ， 坡 简单 的 情形 是 求 一 个 一 一 元 多 项 式 在 
域 K 中 的 依 。 第 三 帝 中 已 有 关于 根 的 个 数 的 命题 (定理 3,15 的 
采 2)，。 

在 上 面 的 3) 中 ， 一 个 特征 多 项 式 虽然 只 有 有 限 个 若 当 标准 
式 的 解 ， 然 而 在 Home《C",C") 里 划 有 无 限 多 个 解 。 这 是 因为 
Homc《C",C*) 是 环 ， 而 非 域 ， 所 以 不 适合 定理 3,15 的 系 2 。 

有 一 类 重要 的 域 是 所 谓 a ， 见 下 定义 。 

定义 5.1 设 丘 是 域 ， 如 果 任 章 非 常数 的 多 项 式 f(x) EKTx] 
在 天 中 持 最 少 有 一 般 ， 则 称 天 : 代数 抽 六 志 

定理 5.1 以 下 的 天 个 条 件 撒 等 同 。 因 此 条 件 2) 与 3) 佛 可 作 : 
为 代数 封闭 域 的 定义 ， 

1) 天 是 代数 车 用 域 

2) 天 [的 不 可 分 解 的 元 业 捍 是 一 次 多 项 式 

3) KELx] 下 的 非常 数 的 多 项 式 背 可 分 解 成 一 葡 多 项 式 的 乘 
和 。 

证 明 1) 一 > 2)。 设 /(z) 为 不 可 分 解 的 元 素 ， 于 是 7() 目 
需 非 可 道 ， 即 jx)EE 开 。 所 以 /xz) 是 非常 数 的 多 项 式 。 抄 照 定义 
5.1，f(X) 赤 少 有 一 个 根 。 今 此 根 为 c。 由 欧 几 里 得 算法 ,存在 

dx) ,r(x) GE 天 Fo， 使 
f(x) = d(x)(X -a)+r(x), deg r(x)<deg(x~a)=1, 
于 是 r(x) =+ CK。 将 x=a 代 入 上 涉 ， 这 得 ，0 =f(a) =r， 即 有 
fx) = d(x) (x — a), 
因为 1(x) 不 可 分 解 ， 所 以 必 有 d(x) = dEK, 于 是 f(x) 是 一 次 式 ， 
2) 一 > 3) 。 因 为 天 [xj] 是 唯一 分 解 的 整 环 ， 所 以 任意 非常 
数 的 多 项 式 尼 可 分 解 成 不 可 分 解 的 元 素 的 乘积 。 于 是 从 2〉 立 得 
3) 。 
3) 一 > 1)。 任 取 一 非常 数 的 多 项 式 1(x) EK[x]， 按 照 3)， 
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我 们 有 
1CDO = Tx-b), 2 二 0， 


于 是 x = 六 /aa E 天 显然 是 fx) 的 根 。 | 

讨论 实数 域 R 显 然 不 是 代数 封闭 的 ， 例 如 Xx?+ 1€ R[xXJ] 在 R 
中 就 没有 根 ， 因 为 任 取 aER， 则 a: 宇 0， 于 是 +1>0, 1 

下 面 这 个 定理 是 所 谓 “ 代 数 基本 定理 ”。 

定理 5.2( 代 数 基本 定理 ) 复数 域 C 是 代数 封闭 域 。 

证 明 一 ”应 用 复 变 画 数 论 的 Liouville 定 理 ， 在 C 上 有 界 的 解 
析 画 数 背 是 常 值 画 数 。 假 设 一 非常 数 的 多 项 式 f(x) ECT*x] 恒 不 
为 老 。 例 g(x) = 1/f(x)。 则 g(x) 为 解析 画 数 。 取 一 适当 大 的 贺 盘 

Dr={x: [x|<, 

因为 


1 
lim Fz) =0, 
所 以 当 8 充分 大 时 ， 有 
lg 1 = TT< VxEDk ， 


而 g(x) 为 连续 画 数 ， 所 以 g(x) 在 Ds 上 为 有 界 的 ， 于 是 g(x) 在 C 上 
亦 有 界 。 按 照 Liouville 定 理 ，g(x) 为 一 常 值 画 数 ， 也 即 1(*X) 为 一 
常 值 画 数 。 | 

证 明 二 ”应 用 复 变 画 数 论 的 “ 极 小 模 原 则 ”， 一 个 非常 数 的 
解析 西数 在 定义 域内 不 可 能 取得 非 零 的 极 小 模 。 设 多 项 式 1(x) E 
C[x] 恒 不 为 零 。 取 一 适当 大 的 圆 得 Dx = {x: 1z| 委 后， 使 得 

[fC2) [1f(0)|, VxED:. 

而 jc 是 连续 实 画 数 ， 所 以 在 圆 盘 Dr 上 必 有 极 小 值 ， 于 是 此 
极 小 值 必 为 1CX) 在 C 上 的 极 小 模 。 按 照 极 小 模 原 则 ，f(x) 必 为 常 
数 。 | 

证 明 三 ”我们 先 对 多 项 式 证 明 极 小 模 原 则 ， 再 利用 上 面 的 证 
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朋 二 假设 /zx 在 zx=a 点 取得 韭 鹤 的 极 小 模 。 不 护 即 设 2= 0。 售 
80) = c 扩 0。 可 以 关卡 7G) ,如 此 ,不 妨 即 设 1(0) = 1。 仿 f(x》 
fxX)=1+anX" TQn4X" lt + dmX", 
此 处 as 交 0。 上 式 又 可 以 整理 如 下 ， 
f(xX)=1+anx" (lthxte 十 Dmax” "), 
合 +=1/3Y -an， 而今 上 为 正 实数 趋 于 需 。 则 有 
JU[L -an)=1-t"(1+ et)), 
其 中 lim |e(t)| =0。 于 是 ， 当 4 充分 小 时 ， 有 


HG/ an)) = 11~t" ~t"e(t)| 
ll-t"|+t"|e()| < 
这 与 1(0) = 1 是 极 小 模 的 假设 矛盾 。 这 就 证 明了 对 多 项 式 的 极 小 
模 原 则 。 接 下 去 应 用 证 明 二 ， 便 得 到 本 定理 。 | 
根据 代数 基本 定理 ， 非 常数 的 多 项 式 /(x) EC[Lxj] 佛 有 复数 
根 。 于 是 ， 如 果 f(x) E QLx]， 则 f(x) 自然 有 复数 根 。 我 们 有 下 
面 的 定义 ， 
定义 5.2 非常 数 的 多 项 式 f(x) EQ[x] 的 复数 根 称 为 代数 
数 。 反之， 如 果 一 个 复数 ¢ 不 是 任何 非常 数 和 的 有 理 多 项 式 的 根 ， 
则 称 ¢ 为 超越 数 ， 
我 们 要 证 明代 数 数 的 集合 是 可 数 的 。 首 先 我 们 证 明 下 面 的 引 
理 。 
引 理 Qic] 是 可 数 集 ， 
证 明 仿 P。= {f(x): degj(z) 魏 2。 不 难看 出 {1,X,X?,…,， 
X "是 书 。 作 为 Q 出 空间 的 一 组 基 。 于 是 有 
dimP, =n+1, 
立 得 Pr 与 4+1 个 Q 的 下 积 QxQx…xQ 同 构 , 而 且 
QxQx…xQ=[){oxQxQx .xQ, 
一 二 全 一 一 一 人 一 
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按照 数学 归纳 法 ， 可 以 假设 7 个 Q@ 的 直 积 是 可 数 的 ， 于 是 上 式 

吉明 n+1 个 Q 的 二 积 是 可 数 个 可 数 集 的 并 和 集 。 按照 定 理 1,1 的 

柔 ， 我 们 得 知 n+1 个 Q@ 的 直 积 也 古 可 数 的 。 于是， 我 们 站 得 Ps 

是 可 数 集 。 
进一步 看 ， 我 们 有 


Qrx]= UP 


故 Q[x] 双 是 可 数 个 可 数 集 的 并 集 。 再 浆 应 用 定理 1.1 的 系 ， 我 们 
导出 Q[x] 是 可 数 集 ，] 

定理 5.3 代数 数 的 集合 是 可 数 的 。 

证 明 先 把 QI<] 的 非 零 元 素 排 成 一 列 ， 


f(x), (xz)， “ey fnCX), “9 
每 个 韭 堆 多 项 式 只 有 有 限 多 个 根 ， 于 是 


代数 数 的 集合 = {a: a 是 fi(x) 的 根 }， 


这 是 可 数 个 有 限 集 的 并 集 。 应 用 定理 1.1 的 系 ， 我 们 导出 这 是 一 
个 可 数 集 。 | 

根据 定理 1.2， 我 们 知道 实数 集中 是 一 个 不 可 数 集 。 于 是 C 
也 是 不可 数 集 。 根 据 定义 5.2， 我 们 右 


C = 代数 数 的 集合 U 超越 数 的 集合 


故 超越 数 的 集合 必然 是 不 可 数 集 。 应 用 “测度 论 ” 与 “概率 论 ” 
的 概念 ， 任 何 可 数 集 的 测度 上 皆 为 符 、 于 是 自 C es 数 ce， 则 
2 为 代数 数 的 构 率 为 答 ， 而 6 为 超越 数 的 概率 为 1， 在 这 种 意 义 
下 ， 代 数 数 是 非常 稀少 的 ， 而 几 平 所 有 的 复数 和 是 超 起 越 数 。 然 而 
如 果 给 定 一 个 数 ( 例 如 贺 局 率 并 或 自然 对 数 nx 的 底 e)， 则 并 不 
容易 判定 它 是 代数 数 ， 或 站 超越 数 ， 目 前 已 知 r 及 e 此 为 超越 
数 ， 然 而 无 人 知道 x +e,7 一 e,xe, 7/e 等 数 是 否 为 超越 数 ， 
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习 题 

了 1。， 设 1Cx)=(x-i)?(x+1)3。 证 明 存 在 C 上 无 穷 多 个 5 阶 
方 阵 X， 使 /CX) = 0。 

2， 设 是 一 个 整 环 ， 包 含 C 为 其 子 环 ， 如 果 对 愉 中 的 加 
污 及 C 与 及 中 元 素 乘 法 ， 尺 组 成 C 上 的 有 限 维 线性 空 间 ， 则 

R=C, 

3。 设 f(X) = aox" 1x" 十 二 an E25x], 如 果 1(0),1(1) 
都 是 奇数 ， 证 明 f (Cx) 无 整数 根 。 

4。 设 f(x)=x"+ax"~!+ 呈 ++anEZ[xJ]， 它 的 根 都 在 单 
位 圆 肉 ， 证 明 它 的 根 只 能 是 单位 根 ez xi“”。 


5。 说 1(x) = >)ajx" ERIx]， 它 的 根 都 是 实数 。 证 明 


9(x) = 37) 


的 根 也 都 是 实数 。 

6. 将 复数 域 C 看 作 有 理 数 域 Q 上 的 线性 空间 ， 证 明 这 个 
线性 空间 是 无 限 维 的 。 

7. 考察 C 上 如 下 二 阶 方 阵 所 成 集合 ， 


a Bb 
a -万 2: "pcc 

征明 塘 关 于 和 矩阵 加 法 、 乘 法 成 一 非 交 换 环 ， 共 中 每 个 非 需 元 豆 
都 是 可 逆 的 。 匡 称 为 四 元 数 体 ， 它 包含 C。 

8. 续 上 题 。 分 0=1， b=0, 得 吾 的 元 素 E; 命 4=i， 
6=0, 得 1; 今 0=0， 8=1 得 亡 命 4=0，Bh=i 得 KK。 证明， 

P=J=Ki- EE, 
= =k, IK= KI, Kl= -1K=), 

《请 与 第 二 葡 8 1 的 习题 7 相对 照 。) 
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82 代数 扩 域 


在 上 一 节 中 ， 我 们 提 到 两 个 域 Q, C 有 包 岔 的 关 系 。-- 般 车 
之 ， 设 有 两 个 域 KCL， 而 且 其 加 法 与 乘法 的 定义 是 一 致 的 ， 则 
称 下 是 工 的 子 域 ，L 是 K 的 扩 域 ,就 像 定义 5.2 一 样 ， 如 天 是 
的 子 域 时 ， 我 们 可 以 定义 “代数 元 ”及 “超越 元 ”如 下 ; 
定义 5.5 设 K 是 工 的 子 域 .如 果 工 的 元 素 0 龙 适合 K[x] 
中 的 基 一 非 堆 的 多 项 式 f(x)， 即 f(c) = 0， 则 称 0 为 (对 下 的) 
代数 元 ， 反之, 如果 “不 是 任何 非 笼 的 多 项 式 1(x) EK[x] 的 根 ， 
即 如 果 jx) 寺 0，jF(o) 恒 不 为 雳 ， 则 称 o 为 (对 天 的 ) 超 越 元 . 
如 果 工 的 元 素 都 是 对 下 的 代数 元 ， 则 称 工 是 下 的 代数 扩 域 。 
对 于 代数 元 ， 我 们 有 下 列 的 判定 定理 : 
定理 5.4 设 天 是 工 的 子 域 ，cEZ， 则 下 列 四 个 条 件 等 价 ，、 
1) 0 是 代数 元 
2) K[o] = {f(a): f(x) EK[x]} 是 有 限 维 的 K 向 量 宏和 间 ，: 
3) 环 映 射 
p: KLx]->K[Lo), 
PCgCX)) = gC0) 


的 楼 p-1C0) = (f(x)) 六 (0)。KLa] 与 K[x]/C(fCX)) 同 构 ， 

4) 上 [Qj 是 域 ， 
于 是 ， 条 件 2), 3), 分 也 是 代数 元 的 定义 。 

证 明 采用 循环 证 法 ，1) 一 > 3) 一 > 2) 一 > 4) 一 人 >1)。 

1) 一 > 3)。 不论 & 足 否 古代 数 元， 条件 3) 中 的 映射 Pp 总 是 
环 满 射 已 知 0 是 代数 元 ， 于 是 [xj 中 至少 有 一 非 才 的 多 项 式 
h(x)， 使 ha)=0， 即 pChCx))=0, 于 是 h(x) Ep CD，p (07 
(0)。 因 为 K[x]j 是 主 理想 环 ， 而 p71(0) 是 一 个 理想 ， 所 以 存在 
fCx)EKLxI，f(x) 夺 0， 使 p71(0)= (f(x)), 按照 定理 3.22， 
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下 [a] 与 KITx]/(f(x)) 同 构 。 

3) ==> 2)。 我 们 自然 仅 须 证 明 KK[x]/(7Cx)) 是 有 限 维 KK 向 
量 实 间 。 设 n=deg f(x)， 已 知 f(x) 是 非 需 多 项 式 ， 于 是 f(x) 
必 是 非常 数 的 多 项 式 ( 因 为 如 果 (x) 是 非 彭 的 常数 ， 则 (f(x)) = 
《1) =KK[xJ， 从 而 [x]/(fCx)) = {0}， 不 可 能 与 K[a] 同 构 )。 
这 样 , 我 们 有 deg f(x)=n 汪 1。 以 9(X) 下 示 g(x) EX[x] 在 
上 典型 映射 [x]->K[x]/CfCx)) 下 的 象 ， 我 们 要 证 明 {I,5,22,*…， 
开 "-! 是 [x]/CfCx)) 的 一 组 基 。 如 此 , 则 知 [xj/CfCx)) 是 n 维 
天 向 量 罕 间 。 

任 取 9Cx) EKLx]/CfCx))。 按照 欧 几 里 得 算法 ， 存 在 d(Cx)， 
+(x) EK[x]， 使 

G(X) = dxf x) +rx), deg r(x)<deg f(x), 

对 上 式 作 上 典型 映射 K[x]->K[x]/(fCx))， 则 得 出 


9(x) = d(x) fx) +7Cx) =7C = Saiz. 


i=0 


于 是 {1 7, 2, 五" 全 是 生成 元 集 。 双 如 果 有 线性 关系 式 


an—l 
D> qz! =0, 
tft=0 
蚀 有 
n-1 n-1l 
Sax' EH) 10 | Bar. 
i=0 t=0 
nl 首 一 了 
比较 (x) 与 也 aix' 的 次 数 ， 立 得 可 a1x! 为 喜多 项 式 ， 也 有 即 
i=0 i=0 
=0 CVi=0,1,n-1) 。 于 是 {1,2,82,…,z"-!1} 是 线性 


无 关 集 。 综 上 所 迟 , 我们 得 出 行 ,3, 82,…,z"-!)} 是 [x]/Cf (x)) 
的 基 。 

2) 一 > 4)。 央 为 K[a]CL， 所 以 [oj 自然 是 一 个 整 环 ， 杰 
证 明 K[oj 是 域 ， 仅 须 证 明 对 任意 的 hCa) EK[a]，h(o) 夺 9， 则 
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h(ao) 在 K[qj] 中 此 有 池 元 ， 设 dimx KLej] =m， 则 {1l,jhCoa) ,pc ， 
…,h(a)"} 必 为 线性 相关 集 。 于 是 有 一 线性 方程 式 

ao+ ak(o) +t +ankhla)” =0, 
其 中 至 少 有 一 个 a 态 0。 如 果 a = 4， 上 式 可 写成 

- (a1+ Qah(0) + + ank(0)" (2) =0, 

由 于 [oj 是 整 环 ，h(0) 夺 0， 所 以 必 有 

ai+ah(a) + +anhCa) "= 0。 
如 此 深 步 推论 , . 不 难看 出 必 有 一 线性 方程 式 

bo+ bh(Ca) t+ t+ bnh(Co)” =0, 
其 中 bs 反 0， 丸 和 0。 上 式 又 可 改写 成 


1 = 一 (E+ “oe + CACO) )ico), 


于 是 证 出 Ka) 在 K[oq 中 有 逆 元 。 
人 ) 一 > D。 如 时 na=0， 则 0 是 的 根 ，o 自然 是 代数 元 。 如 


果 o 寺 0， 则 a 在 K[a] 中 有 递 元 ;合共 为 怠 aia!。 于 是 


“(5 aial )=r, 
期 . Qitit et ar~1l=0, 
今 f(xX) =ax'*1 寺 + aox 一 1, 赠 J《0)=0。 又 显然 1?) 评 0， 远 
知 0 为 代数 元 。】 
有 条 设 玉 是 工 的 子 域 ,aE 上 ， 则 下 列 四 个 条 件 是 等 同 的 ， 
1) 0 是 超越 元 ; 
2) KCal] 是 无 限 维 六 向 量 空间 ， 
3) 环 映射 
p: KLx]—>K[La], 
p(9(x)) = 9(0) 
移 核 p71C0) = (0)，K[aj 与 上 [x] 为 自然 同 构 ， 
4) 天 [Lo 不 是 域 。 
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是 ， 条件 2), 3), 4) 也 是 超越 元 的 定义 。 
证 明 系 的 条 件 1), 2), 3), 4) 与 定理 5.4 的 条 件 1)，2>， 
3)，4) 恰 好 相反 。 | 
定理 5. 人 3) 给 出 如 下 的 定理 。 
定理 5.5 是 工 的 子 域 ，cE 工 ，a 是 代数 元 。 则 对 一 个 
非 震 的 多 项 式 je EK[x] 而 冒 ， 下 列 两 条 件 是 等 同 的 : 
1) f(a) =0，f《x) 是 [xj 的 不 可 约 的 多 项 式 ， 
2) (f(x)) ={9(Cx): gx) EKLxJ, gCo) =0), 
如 采 要 求 1(x) 是 首 一 多 项 式 ， 则 1(x) 是 由 上 述 条 件 叭 一 确定 的 ， 
此 时 称 f(x) 为 4 的 极 小 多 项 式 ，f(x) 的 次 数 称 为 4a《 对 下 的 ) 代 
数 次 数 . 
证 明 1)=> 2)。 命 
T={g(x): 9gC)EELZO，9Ca) =0}. 
显然 ,I 是 一 个 理想 。 我 们 已 知 帮 [2] 是 一 个 主 理想 环 ， 所 以 了 = 
(h(x))， 其 中 jz) 不 是 可 逢 的 。 由 于 fa) =0， 所 以 f(x) ET、 
jz) ECRx))， ARACxz)1FCxz)。 
而 /xz) 足 不 可 约 的 ， 于 是 立 得 
fCxYNECX), T=ChCx)) = (fx))。 
2) 一 > 1) 。 根 据 定理 5.4 的 条 件 3)， 我 们 有 
KLaj~K[Ex]/(f (x)). 
有 由 末 天 [四 之 二， 所 以 天 [aoj 是 一 个 整 环 。 根 据 定 理 3.24， 立 得 
(f(x)) 是 一 个 素 理 想 。 读 者 不 难看 出 ， 这 就 是 说 (x) 是 一 个 素 
元 。 而 在 上 [XJ] 中， 数 元 即 是 不 可 约 多 项 式 ， 于 是 本 定理 得 了 证 .| 
采 0 的 代数 浆 数 即 吓 下 向 量 空间 天 [oj 的 维 数 。 
证 明 根据 定理 5.4 的 条 件 3) ， 知 
K[oal==K[x]/(f (x)). 
设 deg a 到 a 的 代数 欢 数 为 n，。 在 定 肆 5， 人 
Hi 5, 23， 呈 2" )} 是 玉 [x]/CJCX)) 的 一 组 基 ， 于 是 本 系 理 得 . 
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证 ,| 

定义 5.4 设 丘 是 了 的 了 域 ， 用 符号 [ 工 :人 表示 工作 为 天 
向 量 窗 间 的 维 数 。 如 果 [ 工 :K < co， 则 称 工 为 天 的 有 限 拉 

讨论 - 如 果 aE 工 下 是 (对 天 的 ) 代 数 元 ， 则 一 [ 困 时 然 是 
K 的 有 限 扩 域 。 反之， 如 果 上 是 六 的 有 限 扩 城 , 则 对 任 总 3 L, 
有 

SIL:KISBLKLo):Kj= dimrkLo], 

于 是 天 Lo 号 Hi 下 疝 量 罕 四 。 根据 定理 5.4， 立 得 a 浊 代数 
元 以 及 天 [g] 是 域 。 于 起 天 La] 也 是 天 的 有 限 扩 域 ， 

定理 5.6 设 | 是 K 的 有 限 扩 域 ，S 是 工 的 有 限 扩 域 ， 则 恒 
有 

[S:K]=[S:LILL:K], 

于 是 是 天 的 右 限 扩 域 。 

设 {04…an} 是 工 向 量 实 周 S 的 一 组 基 ，{b， ,Bn} 

是 向 是 空间 荆 的 一 组 基 。 我 们 要 证 明 
{QiPj: 1= 1,*,1, 了 = 人 

是 天 向 蝇 空 间 8 的 一 组 基 。 

设 有 下 列 的 线性 关系 式 


之 cij0i 有 5 =0, cuEKRK, 
则 有 

> (5 cj)ai = 0， 之 cyBiEL, 
雪 闫 101. 山寺 an} 是 也 线 性 无 关 的 ， 于 是 得 出 


> hi=0, Yi= 1,2, ,1, 
iti{ " ,Pn 了 是 sk 线性 无 美的 ， -> 是 得 出 
cij = 0， Vi=1l, sn, j=1,°, Mm, 


如 此 ， 我 们 证 角 i {aiPj: {= 1 > 人 1， 了 二 1 ;1 是 瑟 线 性 无 关 


279 


的 。 
任 取 y ES， 则 有 4d,… ,dn EL， 使 
y= diai+ “t+ dnan, 


双 因 {p ,po 是 天 向 量 空间 工 的 基 ， 于 是 存在 fiEKG= 
1 1=1,°*,m), 使 di = 之 fi1iB1. 于 是 有 


?= 之 fijiBs, JE 天 


这 样 ， 我 们 证 明了 {0i8j: i=1,…,n，j=1,…, 人 h} 是 K 向 量 空间 
S 的 基 。 由 此 立 得 
[S:K]=nm=[S: LL: K], |! 

讨论 既 使 L:K] = co 或 [S:Z] = oo， 在 集合 论 的 基数 的 意 

义 下 ， 我 们 仍 可 以 证 明 

[S:K]=[S:LICL:K], 
上 式 的 证 明 并 不 难 ， 然 而 本 书 用 不 到 这 个 结果 ， 所 以 不 给 证 明 。 
读者 不 妨 证 证 奢 。 

定理 5.7 1) 设 工 是 无 的 扩 域 ，opEL 是 对 天 的 代数 元 ， 
则 有 KX[a,8]= KEaJ[Bj 是 XK 的 有 限 护 域 , 于 是 a+B,08,08- 
(Pp 二 0) 蕴 是 对 的 代数 元 ,上 中 所 有 对 的 代数 元 的 集合 是 
的 扩 城 ， 称 为 在 上 中 的 代数 闭 包 ， 记 为 Ki， 

2) 如 果 RR 是 K 的 代数 扩 域 ，5S 是 足 的 代数 扩 域 ， 则 8 是 
K 的 代数 护 域 。 双 设 R 是 工 的 子 域 ， 如 果 RE = R， 则 称 尽 在 
中 是 代数 封闭 的 。KE 在 工 中 是 代数 封闭 的 。 

证 明 1) 因为 6 是 对 天 的 代数 元 ， 即 适合 K[x] 中 的 一 
个 非 敌 多 项 式 f(x)。 显然 1(x) EK[x]CKfa][xz]， 于 是 8 是 对 
K[o 的 代数 元 。 根 据 定 理 5.6， 我 们 有 

[K[a,6]:K] = [K[o][p]:K[a]JLK[o]:K]。 
此 式 右 侧 的 两 个 数 丝 是 有 限 数 ， 于 是 天 [a, 5] 是 天 的 有 限 扩 域 。 

显然 ，o B, - ,6-1(6-0) 划 在 天 [o 6 中， 于 是 与 1 作 
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加 、 减 、 字 、 除 (只 要 除法 是 有 意义 的 ) 的 结果 都 是 代数 元 。 于 是 

KE 自然 是 域 。 双 ， 如 果 aE 开 ，8 适 合 z-aEKLz]， 故 天 的 元 

索 背 是 对 下 的 代数 元 。 和 如 此 ，KCK2， 于 是 :是 的 扩 域 ， 
2) 设 YE5。 则 有 一 非 零 的 多 项 式 


1(%) = D osx' ERLx], 


使 1(y) =0。 我 们 可 以 列 出 下 面 的 域 的 链 ， 
KCK[ao lc KCo,, a 腑 所 CKkCo,, CI Gn 
CK[ao, ce any7]。 


此 链 中 的 每 个 域 ( 除 了 首 项 的 并) 其 是 前 一 域 的 有 限 扩 域 。 应 用 
定理 5.6， 不 难 证 出 
[天 [ao，…， On, 7J:K] 二 [天 [ao， Qnr ) :下 [ao， nm]] 


x TICKCo, ,a :KE oo0, at] 了 


于 是 [oo,…,4n,7Yj 是 的 有 限 扩 域 ， 由 此 得 出 7 是 对 天 的 代 
数 元 ， 故 S 是 的 代数 扩 域 , 设 yYEL 是 对 Ki 的 代数 元 , 则 yy 
是 对 天 的 代数 元 ， 于 是 YEKi:， 邯 2 在 上 中 是 代数 封闭 的 ,上 

采 ”如 果 上 是 上 的 扩 域 ， 而且 工 是 代数 封闭 的 (参见 定义 
5.1)， 则 下 在 工 中 的 代数 闭 包 是 代数 封闭 的 ， 

证 明 任 取 一 个 非常 数 的 多 项 式 1(x) EKi[x],. 则 f(x) 
LLxJ。 于 是 f(x) 在 上 中 有 一 根 a。 根 据 上 定理 的 2) ，a EKi。 

是 Ki 是 代数 封闭 的 。1 . 

例 1 根据 上 面 的 系 理 ，Q 在 5 中 的 代数 闭 包 Q6， 即 所 有 
代数 数 的 集合 ， 是 一 个 代数 封闭 的 域 。 根 据 定理 5.3， 此 集 合 是 . 
一 个 可 数 集 。 

有 一 个 流行 的 误解 ， 认 为 从 Q 扩充 到 C 是 单纯 为 了 解 一 元 : 
多 项 式 。 从 上 一 段 的 论述 中 可 以 署 出 ， 如 果 单 总 为 了 解 一 元 多 项 
式 ， 应 该 从 Q 扩充 到 Q&。 其 实 ， 数 论 是 从 Q 先 扩 充 到 尺 ， 这 一 
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步 足 求 @ 的 “完备 化 集 ”( 见 第 一 况 S6)， 如 此 得 出 及， 然后 再 
求解 实数 力 程 式 ， 才 得 到 C。 | 

定理 5.5 定 义 了 一 个 代数 元 的 极 小 多 项 式 了 (x) 二 Krx]， 
它 是 49 迁 合 的 不 可 约 的 首 一 多 项 式 ， 如 果 域 是 代数 封闭 的 ， 则 不 
可 分 解 的 多 项 式 华 是 一 式 式 ， 在 一 般 情 况 下 ， 如 何 判 加 一 个 多 项 
式 是 否 是 不 可 分 解 的 ;这 是 一 个 硼 当 棘 于 的 问题 。 下面 这 个 定 
再， 提供 了 相当 有 效 的 部 分 解答 。 

委 和 森 斯 坦 判别 定理 ” 设 只 是 一 个 唯一 分 解 的 整 环 , 开 是 尺 
的 比 域 ( 参 见 定 义 3.6)，/(x)€ REx]CK[x]， 如 果 存 R 中 存在 
素 匹 p， 使 得 在 fx) = aox? + QIX 十 十 G1 Xt+ An 中 有 

pH ao, pla: (=1, ,7), 
pan, 7 之] 

则 /XD 是 KLx] 的 不 可 分 解 的 多 项 式 ， 

证 明 今 /(x) 的 内 涵 为 CCJ(x)) (参见 定义 3.13), 取 dEC 
CC(f(x))。 分 

fCx)=df*(x), yx) = a0X" taTX Tl 十 os 十 Q5_1X 十 Q 
最 然 ，4 在 天 中 是 可 道 元 ， 而 和 pda。 不 难看 出 ， 我 们 俩 然 
有 /*(x) EC REx] 生 KTX] 以 及 . 
pras, pla? (i=1,.,n), 
prt ar. 

如 表 证 明 J*Cx) 是 [ix] 的 不 可 分 解 的 多 项 式 , 则 f(x) 也 是 KTx] 
的 不 可 分 解 的 多 项 式 。 如 此 ， 我 们 不 妨 设 f(x) = f*(x), 即 fCx) 
臣 一 个 本 不 多 项 式 。 ， 

根据 定理 3.12， 我 们 仅 须 证 明 /Cx) 是 R[x] 的 不 可 分 解 的 多 
-项 式 。 假 变 C(x) 在 R[x] 中 可 以 分 解 为 - 

f(x) = 9Cx) (xr), deg g(x)>1, deg h(x)>1 
全 P: R[xJ 了 CR/Cp))[x] 为 自然 的 映射 ， 丸 合 S 为 Rfn) 的 比 
- 域 ， 则 在 S[ 实 中 有 下 列 等 式 
pf (xX)) = pla0)x" = pgCx)) pA 
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因为 PCaos0， 而 且 S 东软 一 分 解 的 整 环 ， 于 是 必 有 
pCgx)) =bx", pOACX)) = bx ns 
加 此 让 得 A(g(0))=0=pChC0))， 即 
plgC0), pih(C0). 
不 难看 出 ， 我 们 得 到 了 一 个 如 下 的 矛盾 ， 
p?|g(0)hkC0) =100)=an. | 

例 2 十 希腊 的 数学 家 起 初 相信 每 一 个 实数 都 是 有 理 数 。 取 
党 个 酶 省 过 长 度 均 为 1 的 直角 三 角形 ， 应 用 商 高 定理 《即兴 还 定 
理 ) 立 得 共 嘴 长 是 2 。 当 时 十 明了 w 2 不 是 有 理 数 ， 于 是 得 出 
了 V2 是 一 个 数 (实数 ) 双 不 是 一 个 数 ( 有 理 数 ) 的 奇异 难 懂 的 予 
拔 。 中 国 的 十 数学 是 向 小 数 进位 的 方向 发 展 ， 读 者 可 以 参考 “ 九 
党 算术 ”， 所 以 没有 产生 这 个 问题 。 

我 们 可 用 上 述 定 理 证 明 w 2 不 是 有 区 数 。 合 f(x) =x? 一 2、 
7=2，R =Z，K=Q， 则 立 得 1(x) 是 不 可 分 解 的 首 一 多 项 式 ， 
以 及 fc) 是 V2 的 极 小 多 项 式 。 如 此 ，w 2 的 代数 次数 是 

degf (x) = 2。 | 


于 是 Q(2) 受 Q, 即 V2 Q， 也 即 V 2 不 是 有 理 数 ， 同 理 ， 
设 aCZ， 


a=p""+18, 
于 中 万 为 业 数 ， ph, m>>1, n 为 任意 的 整数 。 全 
y=a/p"", 


则 癌 翌 可 知 ， 9(x) =x"-?) 是 不 可 分 解 的 首 一 多 项 式 。 于 是 7 

不 是 有 理 数 ， 所 以 愉 a =p "以 7 也 不 是 有 理 数 ， 

例 3 变 p 为 素数 。 今 gp(xz) 为 “p 次 制 加 多 项 式 ”， 即 
Gp xX) = (x? — /CX —1) =x? 1 Xtl1, 

:复数 平面 C 上 ，Yp《*) 的 根 的 集合 即 是 在 单位 加 上 以 1 为 一 项 
Ne np 边 形 的 其 余 p ~1 个 顶点 的 集合 。 图 5.1 克 示 了 p=5 的 
情形 。 
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我 们 杜 证 明 gp(z) 是 不 可 分 解 的 多 项 式 . 全 y=x- 1， 则 有 
Pay+1)= (Cy +1)? -1)/y 
Pp i 
= py tt (, 和 “十 二 人 
~1 
曙 为 p 为 素数 ， 所 以 不 难 证 出 


P ， 
(ip 
Pp* + 7, 


-于 是 9p《X) = fp《y +1) 是 不 可 分 解 的 多 项 式 (参见 上 定理 ). 


图 5.1 


例 4 十 希腊 的 数学 家 对 加 与 直线 有 偏爱 ， 于 是 产生 了 用 回 

规 及 直 尺 作 图 的 问题 。 作 图 的 规则 如 下 ， 在 平面 上 任 取 一 直线 为 

基准 ， 在 此 直线 上 任 取 一 原点 及 一 单位 长 , 然后 以 原点 为 圆心 , 单 . 
位 长 为 守 径 夯 贺 ， 与 世 准 线 相 交 ， 取 得 新 的 交点 , 即 土 1。 如 此 逐 
步 作 下 去 ， 每 区 可 以 用 已 作出 的 点 ,或 作为 贺 心 ,或 通过 已 作出 的 

汤 点 画 出 一 条 一 线 。 在 加 加 时 ， 只 能 用 已 经 作出 的 两 个 点 之 间 的 
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距离 为 中 径 。 在 这 种 规则 限制 下 ， 什 么 图 形 可 以 作出 来 昵 ? 什么 
图 形 作 不 出 来 呢 ? . 

我 们 可 以 把 这 个 平面 当 作 复 数 平面 ， 这 个 基准 线 当 作 实数 轴 
xz, 原点 即 0 点 ， 章 位 长 度 即 1 。 从 平面 儿 何 学 中 ， 我 们 知道 通过 
原点 可 以 作 x 轴 的 垂 线 ,如 此 得 出 虚数 轴 如果 两 个 长 度 o, 已 经 
作出 ,我 们 来 证 明 co+ ,ap 及 B-1CP 夺 0) 都 能 作出 。 博 罩 图 5 .2 的 
图 (a) 和 图 (b)。 易 见 图 (a) 中 作出 了 a+ 上 6。 在 图 (b) 中 ，AO4Bc， 


留 5.2 
AC4D. 如 果 取 04 =a， CA =1，CD =p， 则 立 得 0 
=06， 又 如 果 取 08B = 1 = CA ,0A=p， 则 立 得 CD =B-!， 
我 们 很 容易 把 上 面 的 讨论 推广 到 复数 的 情形 必 一 个 复数 y= 
4+ 应 对 应 到 平面 上 的 点 (a, 6)。 不 难看 出 ，7 可 以 作出 二 >4 和 
可 以 作出 。 如果 y=a1+ Bi， ys=as+Pi 为 已 经 作出 的 ， 则 
Vi+ys = (01+ 0) + (CB,+B,)i, 
yiys = (alias 一 有 有) + (Cabs + osB i 
以 及 Yi! = (0 -hiD)/(af +B?)(y, 寺 0) 都 能 作出 。 
让 我 们 从 头 开始 考虑 作 图 问题 。 首 先 我 们 有 单位 长 1 ， 于 是 : 
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根据 以 上 的 讨论 ， 我 们 可 以 在 实数 轴 及 盛 数 轴 上 ， 作 出 Q 及 Qi 
如 此 ， 域 QE 订 的 任 一 元 素 此 可 作出 。 同 理 ， 如 作出 后 ， 则 城 
Qi](c) 的 任意 元 素 都 可 作出 .我 们 可 以 把 以 上 的 讨论 推 而 广 之 。 
设 经 过 有 限 步 又 作 图 以 后 ， 我 们 已 知 @ 的 扩 域 天 的 元 素 都 可 以 
人 作出， 又 知 另 有 一 复数 7 也 可 记 作 盟 ， 则 我 们 导出 Q@ 的 . 扩 城 
天 (7) 的 元 素 蕴 可 以 作出 。 
从 上 面 的 讨论 ， 我 们 看 出 ， 阅 规 点 尺 作 图 的 问题 即 是 从 域 
到 扩 域 KCy) 的 问题 。 我 们 想 机 天 清楚 ， 在 圆规 直 尺 的 限制 下 ，. 
可 以 作出 的 复数 y 将 会 受到 什么 代数 性 的 限制 。 
设 我 们 已 知 域 天 的 元 素 部 能 作出 (此 处 天 自然 可 能 是 Q)， 在 
仅 能 用 天 中 的 复数 点 和 实数 长 对， 我 们 能 作出 什么 样 的 新 的 复 
数 点 和 实数 长 呢 ? 应 用 图 轴 与 直 尺 ， 我 们 有 三 种 可 能 的 情形 ， 直 
线 与 和 直线 相交 :站 线 与 几 相 区 圆 与 圆 相交 
1) 直线 与 直线 相交 。 设 此 二 直线 的 方程 为 
(oa -oo 人 = -fx -00), 
~ A CY -HH)= Bs- Bx- 0), 
其 中 a +i,ao + hii，as + fsi,%4 + 有 iEK，Qj,Pj 都 是 实数 .不 
难看 出 ， 上 两 个 方程 的 公 解 在 K 中 ， 于 是 直线 与 站 线 相交 不 低 
得 出 新 的 点 ， 也 没有 痢 的 实数 长 。 
2) 直线 与 圆 相 兢 。 今 此 站 线 用 图 的 方程 为 
(01 — 92) Cy ~ Ps) = Ch, 一 bs) (x -a,), 
x- 0) +(y- bP)’=0, 
此 处 cj Bj,，c 部 是 实数 ，c,a, + Ai, as + Poi, Qs + PsiEK， 把 线性 
方程 式 代 入 二 次 式 ， 得 出 一 个 一 元 二 次 多 项 式 。 此 多 项 式 或 可 分 
解 ， 或 不 可 分 解 。 相 应 地 ， 此 元 (x 或 四 的 解 的 代数 次 数 是 1 避 
2 。 又 可 用 线性 方程 式 求解 另 一 元 。 总 上 所 论 ， 直 线 与 贺 的 交点 
7 或 在 关中， 或 天 [ 门 是 天 的 二 次 扩 域 。 如 果 得 出 不 在 天 中 的 
新 交点 后 ， 则 此 新 点 与 共 它 点 的 距离 ， 应 用 商 高 定理 ， 双 不 外 平 
在 天 [的 一 个 二 次 扩 域 内 。 
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3) 两 网 但 区 。 仿 此 二 几 的 方程 民 为 
(x-a):+(y-B)=0?, 
(x—02)* + Cy- bP) = ce, 
此 处 9j,By,ei 都 是 实数 ，ci,cz,01 + Pii, Gas + BiGCK, 将 上 面 两 
式 相 减 ， 得 出 一 线性 方程 式 
Qsx + Pay = C3, 
显然 os bs, cs 都 是 实数 ， 且 在 中。 这 个 线性 方 程式 可 以 再 解 成 
通过 已 作出 的 两 个 点 的 直线 。 所 以 ， 两 圆 相交 的 情形 可 以 归结 成 
直线 与 圆 相交 的 情形 ， 讨 论 见 2) 。 
综 上 所 述 ， 一 个 复数 点 或 实数 长 7/， 能 以 有 限 步 骤 作 图 得 出 ; 
的 必要 条 件 ， 是 存在 一 个 二 次 扩 域 的 链 : 
QCKIC CRC Ks, 
[Kk, :QJ]=2, LK;: Ky- 可 =2， 
使 ”EK,，, 反之 ， 我 们 要 证 明 这 个 必要 条 件 也 是 充分 条 件 。 
我 们 仅 须 证 明 ， 如 果 下 ;i 的 元 嵌 基 可 作 出 ，[LKj:Kj_1] = 
2， 则 ;的 元 素 指 可 作出 。 任 取 7 Ei;， 不 妨 设 YY 对 下 1-i 的 代 : 
数 次 数 是 2 。 分 其 极 小 多 项 式 为 
x*+rax+B=0, 0o,BEKI, 
分 y=Xx+4/2， 则 有 


y’ = 了 -0. 


如果 (07/4)~B 宇 0， 则 y 自 
然 号 实数 ， 如 果 (02/4)-B 
<0， 则 4 是 纯 虑 数 。 两 者 
的 符 济 不 过 是 在 实数 轴 或 娩 
狐 旬 中 全 而 已 。 所 以 不 妨 即 
得 这 CQ/14) =- PP 六 0。 用 相似 
演 人 角形 的 各 边 的 比例 关系 ， 

该 首 节 可 以 利用 图 5.3 求 出 


-wa2z1/4) -6。， 如 此， 
y= -+ 1o:-p 


-也 可 以 作出 。 我 们 证 明了 上 述 的 必要 条 件 也 是 充分 条 伴 。 ， ，. 

例 5 应 用 上 面 例 4 的 讨论 ， 我 们 可 以 解决 古 希 腊 的 数学 难 
: 题 ， 任 意 角 能 不 能 三 等 分 ? 上 面 的 提 法 不 够 精 确 ， 糖 确 的 提 法 
是 ,任意 能 用 圆规 直 尺 作出 的 角 ， 能 不 能 用 圆规 直 尺 作 图 进行 三 
:等 分 ? 

我 们 用 三 角 学 的 公式 可 以 导出 

4 cos30 ~ 3cosb = cos30。 

' 含 6=20"， 则 39 = 60"。 众 所 周知 ，60* 角 是 可 以 用 圆规 吉 尺 作 
出 的 。 假 如 60" 角 可 以 三 等 分 ， 则 20" 角 与 单位 圆 的 交点 (cos20"， 
:sin20"》 也 可 用 圆规 直 尺 作出 。 由 上 式 导 出 os20" 适合 下 面 的 方 
: 程 ， 


, | 1 
. 3 _ 3x 一 一 
(1) 4X3 3x = 


" 合 X= (y+1)/2， 代 入 上 式 ， 化 简 后 ， 即 得 

(C2) +3y—3=0, 
根据 爱 森 斯 坦 判 别 定理 ， (2) 式 左 侧 不 可 分 解 ， 于是， 将 (1) 式 中 
的 1/2 移 项 后 ， 共 左 例 也 不 可 分 解 。 由 此 即 知 cos 20" 对 Q 的 代数 
次 数 是 3 如 果 cos 20 "让 以 作出 ， 则 存在 一 个 二 次 扩 域 的 链 ， 

QCK 天 CC 并 
-使 cos 20° EK,, 根据 定理 5.6， 不 难看 出 
CEKsQJ=295 
2 TK, :Q] = EK, :Qreos20 "]][Qreos20"]:Q]=!Lx3， 

吡 处 页 0 2"=!x3。 于 是 60" 角 不 能 用 贺 项 音 
上 只 作 图 法 三 等 
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例 6 设 p 是 素数 ，p > 2 。 能 不 能 用 圆规 直 尺 作 图 法 作出 
单位 圆 的 内 接 正 p 边 形 呢 ? 不 妨 假 设 此 正 p 边 形 的 一 个 项 点 是 
1 ， 其 余 的 顶点 依次 为 ,5?,… ,5 1。 根据 例 3 的 讨论 ,对 QQ 
哆 极 小 多 项 式 是 

gp(xZ) = X14 Xt + 1 
于 是 7 对 Q 的 代数 浆 数 是 p - 1。 如 果 《 可 以 用 圆规 直 尺 作出 , 则 
根据 例 4 的 讨论 ， 必 有 一 个 二 次 扩 域 的 链 ; 

QCKICuCKs, 《GE 天 
于 是 得 出 

2"* =[K,:Q] = [CK,:QLIICQL]:Q1] = Lp -1), 

' 所 以 必 有 

PpP~1=2", p=2"+1,。 
湖 果 mn 有 一 奇 因子 s > 1 ， 命 mm = sr， 则 有 

P=2"+1=(2’)’:+1 
= {2° + 1)(C2) m1~ (C2) ?+e 2 +1), 
' 即 Pp 不 是 素数 。 所 以 ， 我 们 得 知 m 无 亲 因子 。 设 吉 =2'， 即 有 
p=22 +1， 形 如 2*"+1 的 素数 称 为 费 马 素数 。 我 们 证 出 了 能 用 
先 规 直 尺 作出 单位 元 的 内 接 正 p 边 形 〈p 为 素数 ) 的 必要 条 件 是 
了 了 为 费 马 索 数 。 以 后 我 们 将 证 明 这 也 是 充分 条 件 。 
在 2:“+1 中 ， 命 9=0,1,2,3,4， 得 出 

3,， 5, 17, 257, 65537, 
这 五 个 数 都 是 素数 ， 这 也 是 仅 知 的 五 个 费 马 素数 。 当 4= 5,6,7， 
8,9 时 , 则 相应 的 2:”+ 1 都 不 是 素数 ， 以 下 也 似乎 并 无 素数 了 ， 
然而 无 人 能 确定 是 否 如 此 ， 


习 是 
1。 设 上 是 城 ，* 是 变数， 求 * 所 满足 的 (地 了 ) 上 的 不 可 


的 多 项 式 ， 
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人 


?。 设 xt+1=0 的 一 个 要 为 0， 试 将 x**+1 在 QLw] 内 分 解 
成 不 可 约 多 项 式 之 积 ， 

3 求 域 QTi,w 2 对 有 有理数 战 Q 的 扩张 式 数 。 

4， 没 a 足 台 -2 的 一 个 堆 点 ， 汪 问 Q[a] 足 否 包 含 xa- 2 的 : 
一 切 堆 点 ? 

5。 证 明 o= es 满足 Q[i 上 的 -个 二 区 不 可 约 多 项 式 。 

6， 设 0=cos+isin， 求 4 在 Q@ 上 上 的 极 小 多 项 式 ， 


7。 设 4 是 方程 式 如 一 Xx+x+2=0 的 一 个 根 ， 试 将 (a? + 
+ 1)( 一 0) 及 1/ (4 一 1) 类 示 成 下 列 形式 ， 
aa2+ba+o (a,b,cEQ), 
8.。 设 a 是 域 K 上 一 奇数 葡 不 可 约 多 项 式 的 俱 ， L=K[Lo], 
证 明 工 = 天 [oa2?]。 . 
9 ， 设 pl,pa，… ,pn 态 1 个 两 两 不 杀 的 素数 ， 试 求 
[QEvp wp Vpn]:Q]. 
10. 设 K ,上 吓 Q@ 的 两 个 有 限 次 扩 域 ， 仿 


F = (De ck uell, 


证 散 了 是 Q@ 的 一 个 扩 域 ， 而 且 是 包含 ,了 的 最 小 扩 域 。 
]1。 设 和 是 一 个 域 ， ,Le 人 导 太 的 扩 域 ， KECLCLs 


、 


CS 证明 芝 也 十 KK 的 -个 扩 咸 。 


i 1 
12。 设 玉 是 起 ，x" 一 a 在 [x] 内 不 可 约 ， a 是 x*-4a 的 - 
个 恨 ， 严 ja。 证 明 a"” 满足 到 上 一 个 n/m 次 不 可 约 多 项 式 ， 
13. 谈天 是 域 丰 的 代数 扩 域 ， 丸 是 一 整 环 ， 天 CRCP。 证 
有 明 尺 是 战 ， 
14。 设 瑟 ,Bs 是 的 子 域 ， a€EK。 如果 已 的 每 个 元 类 足 E。 
士 的 代数 元 ， 证 明 ELo 的 每 个 元 素 是 E54] 上 的 代数 元 ， 
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15。 设 大 是 域 ，x 是 变数 ，1(xz) ,g(x)E Kk[xj 且 (f ,92=1， 
双 设 
max{deg /xz) ,deg g(x)} = 7 之 1, 
-求证 
LKCX) :KC CX /9 1 =n 


3. 代数 闭 包 


设 多 项 式 1(x) E Q[x]， 我 们 可 以 在 C 中 讨论 1(x) 的 很 。 如 
果 取 任意 的 域 K 及 fCx)C K[x]， 我 们 如 何 讨论 /xz) 的 根 呢 ? 
jz) 的 根 在 什么 地 方 呢 ? 我 们 给 出 下 面 的 定义 。 

定义 5.5 设 工 是 KX 的 扩 域 ， 如 果 上 的 元 素 都 是 对 KK 的 代数 
元 ， 即 工 是 下 的 代数 扩 域 ， 而 且 上 是 代数 封闭 的 ， 则 称 上 是 的 
-代数 闭 包 。 

显然 ， 在 KE 的 代数 闭 包工 中 、 可 以 把 了 (x)€ K[x]CL[Lx] 完 
全 分 解 (定理 5.1)， 也 即 可 以 考虑 1(z) 的 所 有 的 根 。 给 定 域 天 以 
后 ， 我 们 首先 要 证 明 可 以 构造 它 的 代数 闭 包 ， 先 证 明 下 面 两 个 定 
理 。 

定理 5.8 ” 设 人 是 城 ，/(x) EK[x] 为 非常 数 的 不 可 约 的 多 项 
式 , 分 Pp: K[x]->K[x]/CfCx)) 是 典型 映射 ， =pCx)、 则 便 有 

1) KLxIJCICx)) = K[z] 是 太 的 代数 扩 域 ， 

[KE5]: 天 ] = deg f (x) 

2) 1(z) =0， 即 ACz) 在 天 [2 中 有 根 。 

证 明 “在 天 [ 引 中 不可 约 的 非常 数 的 多 项 式 即 是 天 [的 素 
元 ， 于 是 ，《f (x)) 号 K[x] 的 案 理想 ，K[x]/(f(x)) 是 整 环 ， 合 
工 为 K[x]/(f(x)) 的 比 域 ， 则 5 EL， 显然 ， 

KCLxWCfCX)) = 天 [5]3， dimxK[2] = degf (x)<o0. 
.根据 定理 5 54， 即 知 K[ 到 是 域 ， 也 是 下 的 代数 扩 域 ， 而 且 

[KL2]:K] = deg f(x). 


291 


于 是 1) 得 证 。 又 因为 
0=p(f (x)) =f(p(x)) = 1(2), 
所 以 本 定理 得 证 。| 
定理 5.9 设 0:K>K' 是 域 到 K' 的 同 构 。7CD E Ko] 
是 一 个 非常 数 的 不 可 约 的 多 项 式 . 0 可 以 自然 地 扩张 戊 为 -个 环 
同 构 
c: KLxJ>K’Cx], 


‘(Do )- 2 ar’, 


设 在 K 的 扩 域 中 ，/(x) 有 和 粮 a, 以 及 在 K’ 的 扩 域 L' 中 ， 
o(f(x)) 有 根 8。 则 o 可 以 扩张 成 同 构 信 ;KC5aj->K'LB]， 使 
| 和 (= 有 

证 明 “我们 先 证 c(F(xz))EK 和 缮 也 是 非常 数 的 不 可 约 的 多 
项 式 ,假若 c(j(c)) = gCx) sx)，09( 与 人 2 为 下 人 [中 次 数 - 
大 于 零 的 多 项 式 ， 则 立 得 

fCx) =010(f (x)) = oC9(x))o (hx)), 

这 显然 与 f(x) 是 不 可 约 的 条 件 相 违背 。 

根据 定理 5,4， 我 们 知道 


KLa]~=K[x]J/(f Cx)), 0 上 丈 ， 
民有 = 天/[x]/CcCJxz)))， BE, 


而 且 这 两 个 同 构 是 自然 的 ， 把 0 扩张 成 0:K[xj->K 人 x] 后 , 我 
们 有 一 个 自然 的 同 构 
oCf Cx))) = (CoCf CX))), 
于 是 不 难看 出 ，c 引 生 一 个 园 构 
KEx]/Cf Cx)) RTX COC ))., 
把 上 而 几 个 同 爸 连结 在 一 起 ， 就 有 
KCLal==K[x]/Cf x)) = KR’ CX/ Co x))) = RC], 
a > £ | 一 > 亚 | 一 > 0。 
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. 手 是 本 定理 得 证 。 

任 给 一 个 域 K， 我 们 现在 可 以 证 明 上 的 代数 闭 包 的 存 企 性 及 
其 在 同 构 意 义 下 的 唯一 性 了 。 

定理 5,10 设 天 是 域 。 则 存在 天 的 一 个 代 数 闭 包 。 如果 
任 给 的 另 一 个 代数 闭 包 2’ ， 则 存在 K 同 构 0: 0 一 2'(g 是 
同 构 意 即 ，o 是 同 构 ， 而 且 0 在 站 上 是 恒 等 映射 ， 即 ot0) =4, 
:YaEk). 

证 骨 我 们 要 用 Zorn 引 理 。 今 

S= {(R,o,R’):. R,R’ 是 K 的 代数 扩 域 , 0o 是 尺 到 R' 

的 环 单 射 ， 工 且 ? 在 EK 上 是 恒 等 映射 }。 

:显然 ， 《天 ,id,K)ES， 这 里 计 是 恒 等 映射 ,所 以 S 是非 空 集合 。 

在 S 里 定义 御 序 “ 态 ” 如 下 ， 给 定 (Ri,01,R1),(R,,0,,R:>》 
E€S, (Ri,01,RI)ECCRs, 0 RL) < RICR,, RICRS,， os, 在 
Ri 上 等 于 0， 不 难看 出 “<” 确 实 是 一 个 华 序 ， 

我 们 现在 来 检验 Zorn 引 理 的 条 件 。 设 {CRi,01,R1): i€EI} 
是 一 个 链 。 我 们 要 证 明 此 链 有 上 限 。 今 

R=UR, Ek’=UR', 
再 定义 了 = Ui 如 下 ， 任 取 7+ER8=UR， 则 存在 i ,使 rE Ri， 
即今 7(r) = ai(r7。 根 据 链 的 定义 ， 不 难看 出 上 面 的 z 的 定义 是 
良好 的 ， 即 设 rERi 及 rER;， 则 有 
(Ri,0i,R1)SCRI,09,RI) 或 (Rj,01, Ri)SCRi, 0,R'), 
不 妨 假 设 为 前 者 。 于 是 oj 在 Ri 上 等 于 01:， 即 有 
oj(7) = 0;(7), 

所 以 5 的 定义 是 良好 的 ， 

易 见 慷 及’ 都 是 K 的 代数 扩 域 以 及 口 是 处 映射 我 们 说 
有 明 可 是 环 单 射 , 设 有 rER， 使 0(r)=0。 选取 i , 使 TrERi, 于 
是 有 

oi(r) = T(r) = 0, 

因为 ci 是 环 单身 故 有 r=0。 这 就 证 明了 5 是 环 意 射 , 因此 
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《下 ,7 ,及 人 ') ES 是 这 个 链 的 上 限 。 于 是 Zorn 引 理 的 条 . 件 币 验 汪 
了 。 

根据 Zorn 引 理 ， 我 们 知道 5 中 存在 一 极 大 元 素 (L,0,L')， 
我 们 要 证 明 工 ' 是 天 的 代数 闭 包 ， 如 此 就 证 明了 天 的 代数 闭 包 的 
存在 性 。 

如 果 志 不 是 天 的 代数 闭 包 , 则 存在 不 可 分 解 的 多 项 式 
了 (Xx) EL’[x]，deg 1xz) 1( 参 见 定理 5.1)。 根 据 定 理 5,8， 

L=L’Cx]/(f (x)) 
是 上 的 代数 扩 域 ， 且 Z 寺 L'。 根据 定理 5,7，L5 是 玉 的 代数 扩 
域 ， 不 难看 出 ， 

. oo; L-rL’'CL 
是 工 到 工 的 环 单 射 。 于 是 ，(L,o,Z)ES5S， 且 有 
(L,o,L’)E(L,0,L), (LL,o,L’)E(L ,0,7), 

这 与 (L,o,L') 是 5 的 极 大 元 素 相 矛 盾 。 于 是 ， 工 ' 必然 是 代数 封 
仇 的 。L 自然 是 的 代数 扩 域 ， 按 照 定义 5,;5，L’ 是 K 的 代数 团 
包 ， : 

设 0 和 0 是 的 两 个 代数 闭 包 ， 我 们 要 证 明 0Q 与 0' 足 KK 辐 
构 的 。 初始 的 步骤 ， 与 前 面 的 讨论 几乎 完全 一 样 。 我 们 先 把 3 的 
定义 略 加 改变 成 为 另 一 个 集合 8 的 定义 ， 

S’= {CR,o,R’): RR' 是 下 的 代数 扩 域 ， 
RCQ，R’CQO’, o 是 R->R’ 的 环 
音 射 ， 并且 0 在 天 上 是 恒 等 映射 }。 
握 法 定义 什 序 “和 过 ”以 及 检验 8 适合 Zorn 引 理 的 条 件 。 于 是 
根据 Zorn 引 理 ，S 有 一 极 大 元 烷 (Lx,0,L2)， 与 上面 完全 一 
样 ， 我 们 可 以 证 明志 是 下 的 代数 闭 包 。 而 且 容 易 看 出 02' 是 的 
代数 扩 域 ,但 工 , 是 代数 封闭 的 ， 于 是 必 有 Ls = 07， 

以 下 我 们 要 证 明 Lx 也 是 代数 封闭 的 ， 于 是 可 以 导出 Lx = 了。 
如 果 x 不 是 代数 封闭 的 ， 则 存在 不 可 约 的 多 项 式 

fx)ELiLxX], degf (x)>1, 
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, 然 所 ; 打 ,关上 同 构 0: Lod re], 我 拉 要 应 用 定 理 5.9。 
因为 Q 及 9 都 是 代数 封闭 的 ， 所 以 fx 及 (CAGx)) 在 日 及 9” 
中 有 根 ， 仿 其 为 及 有 ， 于 是 ac 可 以 扩张 成 9， 


帮工 to -> oC(L’ )TB RL, = 0 
不 难看 出 ，(Lx[0],6 ,Ls) ES ,以 及 
(Lx,0,L) ECL [La],o,/ 
. CaOSCLsLa GL > )。 
这 与 (Lx,0 ,Ls) 是 S 的 极 大 元 素 相 矛 盾 。 于 是 ZLx 必 是 代数 二 
闭 的 ， 以 及 了 xs = . 

自然 ，0(Q)CQ ，Q0/ 是 0(9) 导 KK 的 代数 扩 城 ,而且 二 壳 
都 足 代数 封闭 的 ， 立 得 

oN)=0., 
即 o 是 0 到 07 的 K 同 构 。1 
. | 可 

1， 证 明 Q 的 代数 闲 包 @Q 不 是 @ 的 有 限 式 扩 域 。 

2. QCD 的 代数 闭 包 与 Q@ 是 否 相 同 ? 为 什么 ? 

3. 迹 域 无 的 代数 闲 包 为 用， 下 是 大 的 一 个 代数 扩 域 ， 证明 
在 内 存在 一 个 域 L， 使 人 LCX， 且 存在 上 到 厂 的 一 个 保持 
的 元 素 不 动 的 同人 网 映 射 。 

4。 设 P 是 一 个 素数 ， 试 求 Qe 的 一 个 扩 域 乓 ， 使 下 包含 Qp 
上 方程 XY+ 1=0 的 所 有 和 根 。 

5， 试 求 & 上 有 更 丽 数 域 Q(X) 的 一 个 扩 域 使 它 包含 Q(x> 
上 人 多项式 

x3 


2 
yy xi 


6. 设 下 是 城 ， 考 虚 K[x, 四 内 不 可 约 多 项 式 
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jz) = a + Ax 1+ + an(X) 《7 之 1)。 
定义 K(x) 到 尺 =K[x,y]/(fCx,y)) 的 比 域 工 的 映射 如 下 ， 
. f(x) f(z) 
” g(x) g(z) 

(其 中 表示 RR 内 的 元 过 Xx+ (f(x,y))) .证 明 olCK(x)) 是 的 子 
城 ， 与 (x) 同 构 。 如 把 1(2,y) 看 作 o《K(x)) 上 一 个 变 元 5 的 多 
项 式 ， 证 明 它 在 上 内 有 一 个 根 ， 

7。 设 fx) 是 Q[x] 内 一 个 7 次 不 可 约 多 项 式 ，91,02,*… ,0 
是 它 在 C 内 的 nn 个 根 ， 证 明 域 8[a1],Q[es],…,Q[or] 都 同 构 于 
域 QLx]/ (f(x)), 


$ 4 特征 数 及 有 限 域 


在 代数 学 里 ， 有 许多 不 同 的 域 。 我 们 要 把 这 些 域 分 类 。 对 于 
一 个 域 K ， 我 们 更 定义 K 的 “特征 数 ” 或 “特征 ”。 在 域 K 中 ， 
有 一 个 唯一 确定 了 的 乘法 的 么 元 ， 仿 其 为 1。 我 们 定 义 映 射 0: 
ZZ 一 上 如 下 ， 
o(0)=0, co(l) =1， 
= 个 
on)=I+1+…+1l， co-nm= -co)， 


今 or1(0) =。(P)， 此 处 要 求 p 衬 0， 我 们 定义 天 的 特征 数 为 p 。 御 
征 数 也 简称 为 特征 。 以 下 我 们 把 工 简 记 为 1 。 

映射 中 生 一 个 单 射 : 2ZV](p) 一 开 ， 天 是 一 个 整 环 ， 所 以 
2Z/(p) 也 必 是 一 个 整 环 。 于 是 为 霉 或 案 数 ,如果 7 是 案 数 ， 
Za=Z/(p) 是 一 个 域 。 将 QZp 与 7(Zp) 认同 以 后 ,不 妨 即 设 
天 二 Zr， 如 果 天 的 特征 是 雾 ， 将 2 与 o(Z) 认 同 以 后 ,不 妨 即 
设 K 二 Z。 此 时 域 久 显然 包含 Z 的 比 域 Q， 

定义 5.6 QQ 及 Zp， 此 处 7 为 任意 素数 ,. 称 为 素 域 , 
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定理 5.11 设 K 的 特征 是 零 , 则 KK 二 Q; 设 下 的 特征 是 p>>0， 
则 ,天 一 Zr。 四 

证 明 见 上 面 的 讨论 。1 

每 一 个 域 K 都 可 以 看 成 某 个 素 域 的 扩 域 。 当 域 天 的 特征 是 
p > 0 时 ， 域 的 许多 性 质 都 与 常见 的 Q,R,C 的 性 质 不 同 ， 例 
-如 任 取 a PE 天 ， 我 们 有 


(a+B)? s+ (1 n+ 的 tat+B?, 


由 于 
|), me 


pxy=pxlxy=0xy=0, VrYEK, 


(a+B)?=ar+p?, 
Ca-pb)*=ar+(-Pb)*=art+(-1)B? =a -PB?, 
在 上 式 中 ,如果 p 夺 2， 自然 有 (一 1D)*= -1。 如 果 p=2， 也 有 
(~-1)*=1=1--(1+1)= 一 1。 双 有 
《apB)8 =arB?, (Bb)? = (6587 一 2 
于 是 ， 在 特征 是 了 > 0 的 咸 儿 中 ， 贾 射 
p: K—>K, : 
pOY) = 3 
是 一 个 环 单 射 。 如 果 玉 是 有 限 域 时 ， 单 射 即 满 射 所 以 Pp 是 的 
自 间 构 。 
定义 5,7 设 K 的 特征 是 7 之 90， 则 映射 p: >， 使 PCY) = 
y’，Y YEK， 称 为 的 基本 环 单 射 ， 或 六 的 Frobinius 瑞 射 ， 当 
为 有 限 域 时 ， 基 本 环 单 射 ? 又 称 为 基本 自 同 构 ， 
如 时 在 单位 圆 上 ， 了 下 一 内 接 正 多 边 形 ， 且 使 1 为 此 正 多 边 形 
葛 一 个 顶点 (参见 例 3 )， 则 不 难 罩 出 此 正 多 边 形 的 项 点 所 对 应 的 
复数 对 C 的 乘法 而 营 ， 构 成 一 个 有 限 的 交换 群 .一 般 导 之 ， 我 
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们 和 有 下 烈 的 定理 。 

定理 5.12 设 CG 是 域 玉 的 有 限 习 法 子 群 ， 则 CG 是 一 循环 群 。 

证 明 G 显 然 是 一 个 交换 群 。 根 据 “ 有 限 生 成 的 交换 群 的 基 
本 定理 ”的 推 泛 ， 取 定理 4.17 的 系 ， 我 们 仅 须 证 明 G 的 初等 因子 
{p 90Pp 9] 中 的 诸 pi 熙 不 相同 。 假 设 mm = Ps， 则 G 中 有 两 个 
子 群 Hi,H,, 使 

olHi)=pi, o(H,)=pi2, HNH,= {1}, 
于 是 不 妨 设 ss<sa， 则 下 列 方程 式 
1 =1 

在 GCK 中 最 少 有 (pi1+p'2 一 了) 个 不 同 的 根 。 这 在 域 KK 中 是 不 
可 能 的 事 。 于 是 Pi 背 不 相同 。 所 以 G 是 循环 群 。1 

定理 5.13 设 开 是 有 限 域 ， 其 特征 是 pP>>0，[ 开 :2Zp]= 1。 
则 | 

K*=K\{0} = {7: YEK, y 计 0} 
是 一 循环 群 ， 天 的 基数 为 p"，K* 的 基数 为 六 -1. 天 中 任意 元 
霄 》 霸 适合 万 程式 
x?” -X=0, 

下 的 基本 自 同 构 的 阶 是 + 

证 明 K* 显然 是 的 有 限 条 法 子 群 ， 于 是 K* 是 一 个 循环 
群 。 在 Zs 向 量 空间 KK 中 任 取 一 组 基 {Q1,… ,0r}， 由 下 得 出 一 上 华 


K~(Zp)". 
显然 (Zp)" 的 基数 是 P"， 所 以 天 的 基数 是 P"， 以 及 天 * 的 基数 : 
是 p" -1。 于 是 ， 乘 法 群 K* 的 阶 数 是 P" 一 1， 所 以 我 们 有 
v=1, VrEK*., 
由 此 立 得 天 的 任意 元 夷 峙 适合 
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xi 一 X=0。 
上 式 也 可 以 理解 成 
py) =p" I) = = VYEKR, 
于 是 p" 是 恒 等 映 射 ， 现 设 p" 为 恒 等 喘 射 。 假 若 如 <n， 则 必 有 


" =p"(y)=Y, VrEEK, 
肥大 的 任意 元 来 都 适 


pp” = 
x?” -x=0, 


:而 上 式 在 域 K 中 最 多 只 有 p" 个 杭 ， 所 以 K 的 所 有 元 嵌 双 不 可 能 独 
适合 这 个 方程 式 。 这 个 矛盾 说 明了 mm>p。 故 2 的 阶 是 ?m。 | 

条 ( 费 马 定理 ) . 设 7 为 一 素数 ，pP 二 as， 则 有 

ar-1==1(mod p )。 

《请 对 照 定理 1,8。) 

上 面 这 个 定理 ， 说 明了 基数 是 2 "的 有 限 域 下 的 任意 元 素 ? 必 
然 适 合同 一 个 方程 式 。 反 过 来 ， 我 们 也 可 以 用 这 个 方程 式 ， 来 证 
明基 数 是 任意 引 全 定 的 P 的 有 限 域 天 的 存在 性 及 唯一 性 ， 

定理 5.14 设 9 是 Z5 的 一 个 代数 闲 包 。 今 FE， 为 下 面 的 方程 
式 在 2 中 的 解 的 集合: 

x?" ~ X=0, 

: 则 有 

1) ,是 基数 为 p" 的 有 限 域 ， 

2》 了 是 2 中 鸣 一 的 基数 为 P" 的 有 限 域 ， 

3) FCFn<>n | 

4) 设 Fa 守 Fm，P 为 基本 自 园 板 ， 则 p" 是 Fw, 的 阶 为 

m/n= [Pn :Pal 

-的 请 站 同 构 ( 记 谓 Fw 的 Fs 自 同 构 ， 妈 是 Pw 的 自 风 构 ， 且 在 fn 上 
: 赐 作 用 为 恒 竺 映射 )。 1 

证 明 1) 设 0,h8 EFs， 即 4,6 适合 方程 x ~x=0。 故 
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CS 二 a Bs" 二 Bh. 
立 得 〈 贿 见 定理 5.11 后 面 的 论述 ) 
(atP =o 十 有 =atp， (op) 记 =af p»"=ap, 
(50 人 =(p8)-I=p-1 (BXO), 
即 a 土 86,a8 及 -1(PB 夺 0) 蕴 适合 方程 式 x?” ~x= 0， 也 即 它们 都 . 
属于 F,, 故 下。 是 一 个 域 。 
我 们 要 证 明 x*" -x 没有 重 根 ， 因 为 x**" -x 的 重 根 必然 也 是 它 
的 导 醒 数 的 根 。 而 -zx 的 导 画 数 px "1 一 1( = ~1) 无 根 ， 所 
以 x+" = x 没有 重 根 。 于 是 F， 的 基数 是 P 
2) 根据 上 一 定理 ， 基数 为 "的 有 限 域 是 方程 式 x*” -x= 0 的 
解 的 集合 ， 于 是 ， 六 是 9 中 唯一 的 基数 为 P“" 的 子 域 。 
3) 如 果 FC Fn， 设 [Fm:Psj] = 则 是 1 维 Fs, 向 量 空 
和 间 。 于 是 | 
| p"=(p")'=p"', 
故 m=nl。 有 反之， 车 加 =nl， 则 显然 有 
x?" x=Xx(x?"~!1 1) 
= XX 1) (YXY(9 DAD ot 1)， 
也 即 和 一 和 | 一 
于 是 x*?”~x 的 根 都 是 Xx?”-x 的 根 即 PCFn。 
4) Pp 在 Fm 上 的 阶 是 名， 所 以 p' 在 Fn 上 的 阶 是 m/n。p 在 下 。 
上 的 阶 是 n， 所 以 Pp" 在 Ff, 上 是 恒 竺 映射。 上 
讨论 ”在 以 后 的 ^ 伽 罗 瓦 理论 2? 中， 我们 将 看 到 已 的 Ff 自 同 : 
构 仅 有 PIG = 0,1 (ny/nD) 1) 这 nn 个 。 
例 7 以 上 关于 有 限 域 的 计 论 ， 也 可 以 应 用 到 特征 0 的 域 
上 。 我 们 举 有 关 复 数 域 C 的 例子 。 
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在 复数 域 C 中 ， 下 列 方 程式 的 根 称 为 7 次 单位 根 : 
x"-1=0, 
例如 ，… 次 单位 根 是 1 ， 二 次 单位 根 是 土 1， 7 次 单位 根 是 
e2tri/n, K=0,1,",n—1,。 
连接 nn 次 单位 根 在 复 平 面 上 对 应 的 点 ， 就 得 到 单位 贺 的 内 接 正 7 
边 形 。 
设 5eC 是 n 次 单位 根 ， 而且 对 所 有 小 于 + 的 正 整 数 m， 独 
有 "看 1， 则 称 是 7n 浆 本 原单 位 根 。 例 如 在 四 次 单 位 根 的 集合 
{1 -了 -~ 习 中 ，i 和 -i 是 四 次 本 原单 位 根 ，- 1 是 二 次 本 原单 
位 根 ，1 是 一 次 本 原单 位 根 。 
不 难看 出 ， 7 次 单位 根 的 集合 
{et™i/": k=0,1,.,n—1} 
是 一 个 nn 阶乘 法 循环 群 。7n 次 本 原单 位 根 即 是 此 群 的 生成 元 ， 加 
法 循环 群 Z/n2 的 元 来 [mj 是 生成 元 的 充 要 条 件 是 ， 存在! ， 使 


ifm]= [m+ Cm]+ + Lm]=[Lim]= [C1], 


也 即 [m j 的 主 余数 mo 与 7 互 素 。 于 是 Z/n2 的 生成 元 集合 的 基数 
是 尤 拉 画 数 8(2?)。 由 此 ，? 次 本 原单 位 根 的 个 数 也 是 "Cn)。 

设 Y 是 n 次 本 原单 位 根 ，f(x) 是 对 Q 的 极 小 多 项 式 . 我 们 
要 证 明 : 

1) f(x)€E ZLx] 

2) f(x) 的 根 的 集合 是 7 浆 本 原单 位 要 的 集合 ， 

3) deg f(x) = p(n), 
证 法 如 下 .( 请 注意 , 7 为 素数 p 时 , 例 3 已 经 证 明了 上 面 的 三 点 .) 

根据 高 斯 引 理 及 定理 3.12，z 1 在 Z[*] 中 的 不 可 约 因 子 都 
是 本 原 多 项 式 ,而 且 在 QLx]J 中 也 都 不 可 约 . 显 然 , *" -1€ (f(x))， 
于 是 1(x) 必 为 Z[x]J 中 的 一 个 不 可 约 的 本 原 多 项 式 ， 故 1) 得 证 ， 

设 7 是 (x) 在 C 中 的 一 个 根 。 我们 恒 有 

QTEJ~=QLI/C)) QL, 
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Ss"=1 <> 1 =1。 


由 于 《是 n 式 本 原单 位 根 ， 故 中 必 为 n 浆 本 原单 位 要 

我 们 要 证 明 , 如 果 了 是 壮 葡 本 原单 位 根 , 则 9 必 足 jx) 的 供 。 
如 此 ， 则 2) 得 证 。 设 9=Y!， 必 有 (Ln) = 1。 念 严 为 熔 数 ，P| 
我 们 来 证 明 Y? 是 (Xx) 的 根 。 如 果 这 点 得 证 ， 由 于 ?= (5*)'%?， 于 
是 以 Y? 代 兰 逐步 归纳 ， 即 可 证 明 7 是 1(x) 的 根 。 请 注意 ， 此 - 
时 有 (Cp,n)=1， 即 pn。 合 


(1) x l= hr) EZExI, 


如 果 人 不 是 (x) 的 要， 则 必 是 风 X) 的 根 。 于 是 5 是 Xx?) 的 棋 。、 
赦 有 fCx)1hCx?)。 分 0 为 自然 肌 射 : 
0: ZLx] >(2/ (PLY, 

则 CD) 式 可 以 在 映射 0 下 写成 

(C2) x"—1=0C/Cx))0C(x)) = FCORCx), 
fCx)1hCx?) 可 以 写成 

fCx) [Rx) = 有 (xz) / 

(此 式 中 应 用 了 2Z 的 直 本 自 同 构 的 性 质 ) 。 于 是 在 Ze 的 一 个 代 - 

数 闭 包 Q 中 了 (Cx) 与 XC(x) 有 共同 的 根 。 由 C2) 式 即 知 x" -1 在 2 中 


有 重 根 。 然 而 x" -1 的 导数 是 nx"-!， 伺 n 夺 0 (内 为 pm， 
所 以 nx"-! 的 根 只 有 0， 而 0 又 显然 不 是 x" 一 1 的 根 ， 于 是 x" 一 1 


又 无 重 根 。 这 是 一 个 矛盾 。 因 此 $5 必 为 1(*) 的 根 ， 综 上 所 述 ， 
我 们 证 明了 所 有 n 次 本 原单 位 根 都 是 /(*) 的 根 , 这 就 证 明了 2)， 

因为 x* -1 在 C 中 无 重 根 ， 所 以 1(x) 也 无 重 根 。 根 据 2)， 
degf(x) 竺 于 n 浆 本 原单 位 根 集合 的 此 数 , 即 p(7), 因 此 3) 得 证 。 

根据 以 上 证 明 的 三 点 ， 我 们 定义 7 次 割 加 多项式 ( 或 称 分 圆 
多 项 式 )pn(x) 为 上 面 的 1 x). 

设 7 是 7 次 单位 根 ， 基 9"=1。 妈 分 全 是 使 得 9"=1 的 玻 小 
的 正 整 数 ， 则 7 是 抽奖 本 原音 位 根 ， 显 然 ， 棋 据 群 论 ， 拘 号 7 的 ， 
阶 ， 于 是 有 和 | n。 又 从 上 面 的 2)， 我 们 知道 7 是 9m《*) 的 执 ， 
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x*" 一 1 = 工 [w(>)， 


考虑 此 江天 右 两 侧 的 式 数 ， 我 们 得 到 下 面 这 个 常见 的 尤 拉丁 数 
2) 的 公式 
gm) = SPCm), 


例 8” 设 索 数 ?>>2， 能 不 能 用 圆规 直 尺 作出 单位 圆 的 内 接 正 
:DP? 边 形 昵 ?读者 请 参考 例 4 及 例 6，。 

根据 上 面 的 例 7 ， 分 是 p? 次 本 原音 位 根 。 易 于 看 出 

yp’) =p(p ~ 1), 
于 是 [QL]:Q] =yCp?) = p(p - 1)， 它 有 一 个 奇 因子 P， 因此 不 
可 能 存在 一 个 二 次 扩 域 的 链 ， 
‘QEKCuCK,s, [KK:Q]=2， LK;:Kj_j=2, 
使 YEKs。 于 是 我 们 得 知 不 可 能 用 回 规 丁 尺 作出 单位 加 的 内 搂 正 
Dp? 边 形 。 

与 例 6 的 结果 相 结 合 ， 我 们 证 明了 能 用 圆规 让 尺 作出 单位 贺 

的 内 接 正 7 边 形 的 必 朗 条 件 是 

n=pp2'"ps X2", 
其 中 pl ps …，,p。 是 互 异 的 费 马 素 数 ， 以 后 我 们 将 证 明 这 也 是 充 
分 条 件 。 

从 于 面 的 讨论 ， 我 们 很 容易 导出 ， 任 给 一 个 束 数 p 盖 2， 必 然 
在 在 一 个 可 以 用 圆规 直 凡 作出 的 角 ， 它 不 能 用 圆规 直 尺 P 等 和 
人参 藻 例 5 )， 如 果 单 你 属 的 内 接 正六 边 形 不 能 作出 ， 则 360 "不 龙 
月 交规 直 尺 Pp 等 分 如 果 能 作出 单位 圆 的 内 接 正 7 边 形 ， 则 其 相 
仁和 的 一 顶点 对 原点 的 类 角 360”/p 可 坟 作 出 ， 但 这 个 角 不 能 再 7 等 
分 了 ， 藻 则 就 可 以 作 踢 正 产 边 形 疗 。 


习 题 
1。 设 有 限 域 丰 有 4 个 元 素 。 癌 KxJ 中 有 多 少 不 可 约 的 首 1 
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二 次 多 项 式 ? 

2. 在 环 ZCi2 内 ,证 明 索 理想 (1 + 让 ,， (3),，(2+ 让 ) 的 商 环 
ZrCDV/CI+iD，ZC5/03) ,ZC02/(2+ 让) 都 是 有 限 域 ,， 并 求 它们 
的 特征 。 

3。 设 站 是 有 p"(Pp 为 素数 ) 个 元 素 的 域 ， 证 明 ， 

(1) 0 -1) = (DD ，, 则 在 关内 每 个 元 素 都 可 开 r 次 方 。 

(2) 车 r|(pP" -1)， 则 ae 天 在 天 内 可 开 * 次 方 的 充 芭 条 体 
是 

a #7 =1, 

4。 设 K 是 Z/3Z = 下, 的 二 次 扩 域 ， 证 明 F，。 上 多 项 式 ** 一 
-在 KK 内 有 一 个 本 原 根 a《 即 x? -1 的 其 它 根 都 可 宕 成 a 的 方 守 >， 
并 求 a 在 ,上 的 极 小 多 项 式 ， 

5。 设 Fp=Z/pZ，a 是 Fp[Lx] 中 一 个 人 次 不 可 约 多 项 式 
fx) 在 全 的” 式 扩 域 不 内 的 一 个 根 ， 证 明 f(x) 的 会 部 根 是 

a?, ar? ; Qt"=a, 

6。 证 明 ， 对 任 一 索 数 及 正 整 数 nn， 都 存在 下。 上 的 m 次 
不 可 约 多 项 式 ， 

7. 设 K, 上 分别 是 Fp 的 mm 次 和 +n 次 扩 域 ， 问 m,n 满足 什么 条 
件 时 ， 天 人 工 = 下 ps? 〈 注 ， 这 里 把 天 ,都 看 作 PFr 的 代数 闭 包 的 子 
域 。) 

8 ， 证 明 ， acesxsvatroy < Qe /srrn), 

9， 设 P 为 素数 ，K =Q《e?*"!%*)， 证 明 ; 

KNR=Q(Ce"i ?+e ni/t), 


$5 可 离 代 数 扩 域 


设 丘 是 域 ， 卫 是 站 的 扩 域 ，aE 工 是 对 天 的 代数 元 ，J(x) Ee: 
KK[xJ 是 4 的 极 小 多 项 式 。 在 上 文中 ， 我 们 已 看 到 ， 许 多 对 扩 域 : 
KK [oj] 的 讨论 可 以 归结 为 对 多 项 式 (x) 的 研究 。 当 上 是 Q, 展 时， 
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jx) 此 无 重 根 ( 详 见 下 面 的 讨论 )， 然 而 当天 的 特征 p>0 时 ，j 帮 xy? 
可 能 有 重 根 ， 由 此 产生 出 许多 微 阔 的 差异 。 我 们 要 引入 一 些 定义 
来 国明 这 个 现象 。 

定义 5.8 设 开 是 域 ， 工 是 于 的 扩 域 。 今 9Cx) E K[x]。 如 果 
9(z) 在 天 的 一 个 代数 闭 包 2 中 没有 重 根 ， 则 称 9(x) 为 可 离 多 项 
式 ， 又 称 为 可 分 多 项 式 ， 如 果 aE 上 是 对 的 代数 元 ， 而 且 其 极 
小 多 项 式 /(x) EK[x] 是 可 离 多 项 式 ， 则 称 4 是 对 的 可 离 代 数 
元 ， 又 称 为 可 分 代数 元 。 

一 个 多 项 式 9(#) 是 不 是 可 离 多 项 式 ， 可 以 用 9(x) 的 导 图 数 
0 (xz) 检 验 出 来 。 

我 们 有 可 高 代数 元 的 简单 的 判别 条 件 如 下 。 

引 理 1 设 了 上 是 天 的 扩 域 ，oE 工 。 则 是 对 天 的 可 离 代数 
元 所 之 0 是 一 个 可 离 多 项 式 9(x)EK[z] 的 根 。 

证 明 一 > 。 合 9(X) 为 a 对 KK 的 极 小 多 项 式 即 可 。 

所 = 。 设 f(x) 为 a 对 KK 的 极 小 多 项 式 ， 于 是 

Cf (x)) = {h(x): hx) EKCLxI, hla) =0} Dg), 

好 有 f(x)19Cx)。 由 于 g(x) 无 重 根 ， 所 以 Cx) 元 重 根 。1 上 1 

3 引 理 2 设 世 是 天 的 扩 域 ，cE 工 ， 是 对 KK 的 代数 元 。 则 
6 是 对 天 的 可 离 代数 元 寺 >> a 的 极 小 多 项 式 (x) E KL[x] 的 导 医 
数 j(x) 壮 0。 

证 明 < 二 . 今 2 为 天 [ao] 的 一 个 代数 闭 包 ， 则 7/(x) 在 2[x] 
中 可 以 完全 分 解 。 因 为 f(x) 是 天 [xz] 中 不 可 约 多 项 式 ， 所 以 jx 
是 它 在 4 中 的 任意 根 的 豚 小 多 项 式 。 由 于 jj (x) 六 0， 双 有 

deg f’ (x)<deg f(x), 

所 以 jx) 在 2 中 的 任 一 根 a ;都 不 是 1 (x) 的 根 (否则 与 /(x) 是 ,的 
极 小 多 项 式 相 矛盾 )， 于 是 f(x) 与 1(x) 没 有 公 根 。 因 此 1(x) 是 
一 个 可 离 多 项 式 (参见 定理 3.20)。 

> 设 用 (Xx)=0。 会 f(x)= (x-o)h(x)， 共 中 有 x)EE 
LL[xJ]。 则 有 f 《x)= 《x 一 9)h'《x) +h《x)， 政 
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0=/f’(a) = h(a), 
旭 & 证 (OD 的 生根 ， 所 以 A(x) 不 是 一 个 可 离 多 项 式 。|] 
定居 5.9 没 上 是 域 。 如 果 玉 的 任意 扩 域 中 的 任意 代数 元 都 
契 可 部 代数 元 ， 则 称 环 为 完全 域 ， 
定理 5.15 ”如 果 KK 的 特征 是 0， 或 是 有 限 域 ， 则 天 是 完 
证 明 ”如果 KK 的 特征 是 0， 任 取 一 个 非常 数 的 多 项 式 
f (Xx) =a0+ Ax+ en + AnX", 
出 三 (xz = + +nanx""!0, 
故 K 是 完 会 域 ， 
如 果 为 有 限 域 ， 设 a 是 对 下 的 代数 元 ， 则 [a] 也 是 有 限 
域 。 今 扩 [oJ] 的 基数 为 P"， 则 天 [o] 的 所 有 元 素 都 是 下 面 少 程式 的 
根 ( 定 理 5.13)， 
f(x) =x -x=0, 
显然 有 f(x)=p"x? "~! -1= -1， 于是/(z) 与 1/ (x) 无 公 根 ， 故 
了 (XY) 是 一 个 可 离 多 项 式 。 按 照 引 理 1，a 是 可 离 代 数 元 。 | 
例 9 设 关 的 特征 是 >>0， 天 [ 纺 是 一 元 多 项 式 环 。 天 (为 
人 中 [yj 的 比 域 ， 即 一 元 有 理 画 数 域 , 合 a=y:;， 则 a 适合 下 面 的 
f(x)=x? -y=0. 
天 为 了 是 忆 攻 [ 纪 的 式 元 ,根据 爱 森 斯 坦 判 别 定理 ，/(xz)E 天 (y)[x] 
一 个 不 可 约 多 项 式 ， 也 即 是 的 极 小 多 项 式 。 显 然 有 
/’ (x) =px*-!1 =0, 
玉 以 a 不 是 对 天 (的 的 可 高 代数 元 。 如 今 0 为 KCy) 的 一个 代数 闭 
包 ， 则 在 Q 中 
x? ~ y= (x—0)’ 
有 从 有 … 个 机 aa。 | 
在 一 般 的 情形 下 ， 如 昌 天 不 是 完全 域 ， 划 对 到 的 代数 元 不 一 
证 外 可 离 代 数 元 。 在 这 种 情形 下 ， 可 离 代 数 无 的 加 、 减 、 溢 、 除 
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的 结果 是 否 还 是 可 离 代 数 元 呢 ? 答案 是 骨 定 的 ， 话 风 下 六。 我 们 
先 引 入 下 面 的 定义 。 

定义 5.10 设 工 是 天 的 扩 域 ， 如 果 工 的 无 素 痢 是 对 天 的 可 痪 
代数 元 ， 则 称 工 是 天 的 可 离 代数 扩 域 。 

我 们 有 下 面 的 关于 可 离 代数 扩 域 的 判别 定 二 。 

定理 5,16 设 域 六 的 特征 是 p>0， 工 是 下 的 有 限 扩 和 成。 分 


KL? =-{> aib?: aEk, pe 中 
i=l 


亦 即 由 ? 自 成 的 KK 向 量 空间 。 则 有 
1) KL? 吓 K 的 有 限 扩 域 ， 
2) 工 是 kK 的 可 离 代数 扩 域 志 >KL? = 工 。 
证 明 1) 任 取 0,86& KL*CL， 不 难看 出 ，K[o, CKL?， 
所 以 KL? 是 域 ， 又 有 KL?CL， 所 以 KL? 是 KK 的 有 限 扩 域 。 
2) 一 > 。 任 玫 a EL。 合 f(x) 为 a 对 KK 的 极 小 多 项 式 . 我 
们 自然 有 /Cx)E KL*[x]。 因 /(x) 无 重 根 ， 根 据 引 理 1，c 也 是 对 
KL? 的 可 离 代数 元 。 例 oa 对 KL? 的 极 小 多 项 式 为 9C(x) E KL*[x]， 
则 9(x) 无 重 根 。 我 们 要 证 明 deg 9(x) = 1。 如 此 ， 则 acE 天 了。 
因为 a 适合 x? 一 a?EKL?[xJ]， 所 以 有 
g(x)|x* 一 at。 
在 蕊 [x] 呈 考虑 上 式 。 其 右 侧 是 (x -229?， 只 有 一 个 根 。 故 g(x) 也 
只 有 一 个 根 。 但 是 g(x) 无 重 根 ， 所 以 必 有 deg 9g(x) =1， 也 就 是 
说 GL? 
<==， 我 们 任 取 工 对 的 一 组 基 {7j: 7 = 1,2,…,m}。 显 然 ， 
KL 已 由 {29 了 = 二 2 级 } 生 成 的 天 向 量 空间 。 因 此 ， 我 们 行 
KL?=L<>{7?; 7 了 =1,2,…,m} 是 上 的 一 组 基 ， 
班 在 ， 我 们 任 让 wa € 上 。 设 4 的 代数 次 数 是 n， 则 
{ai 1=0,1,.,7—1} 
对 KK 起 线性 无 闫 的。 把 它 扩充 成 的 一 组 基 
{a f=0,1,%,n-1}U {Bi: 1=1,2,.",m—1}, 
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根据 上 面 的 过 论 ， 我 们 知道 
{a f=0,1,°%,n—1}U {BY: j=1,2,.%,m—n} 
L 的 一 组 基 ， 故 {a1?: i=0,1,…,n 一 1} 对 世 是 线性 无 关 的 ， 
/0 对 汐 前 多 大 .假若 fx) 不 是 可 离 多 项 式 ， 则 必 
有 f (x) =0， 即 


f/’(x) = (Pax') = Sia 
tn 1 


1 0 


也 即 idi=0, Vi!=0,1,.,n, 
故 ai0 一 > nli, 
于 是 立 得 /(x) EK[x?J。 因 此 f(a) =0 可 以 写成 
[n/p) 
aipa =0, 
f=-0 - 


这 里 [nyP] 是 n/p 的 整数 部 分 ， 上 式 说 明 {a'*: i=0,1,*…,[n/pJ} 
对 是 线性 相关 的 。 这 与 前 面 导出 的 {21?: 1=0,1,.…,n 一 1} 对 
天 线性 无 关 的 事实 相 矛 盾 。 于 是 /(z) 必 是 可 离 多 项 式 ， 即 是 可 
交代 数 元 | 

下 面 的 两 个 定理 ， 告 诉 我 们 可 离 代数 扩 域 是 很 多 的 。 

定理 5,17 设 工 是 的 扩 域 ， 如果 a E 工 是 对 天 的 可 离 代 数 
元 ， 则 天 [g] 是 天 的 可 离 代数 扩 域 。 

证 明 ”只 要 对 的 特征 p>0 的 情形 证 明 。 根 据 上 面 的 定 
更， 我们 仅 须 证 明 六 CK[oJ])* = 天 [oj]。 自然 ， 我 们 只 要 证 明 
a CK(K[a])* 就 是 名 了。 与 上 定理 证 明 中 2) 的 “一 之 ”部 分 完全 
一 样 ， 分 /(x) 是 a 对 KK 的 极 小 多 项 式 ，9(x) 是 a 对 KCK[a])? 
的 没 小 多 项 式 . 因 /(x) EKCK[a])?*[x] 无 重 根 ， 故 9(x》 也 无 重 
根 , 另 -方面 a 适合 x? -a*EK(K[a])?[x]， 所 以 必 有 


gx) |x? — a 


在 L[xj 中 浪 虚 上 式 ， 立 得 9(x) 只 有 一 个 根 ， 而 且 不 是 重 根 。 所 
以 degg9g(x)=1， 也 即 aE 天 CKFa]) 1 
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定理 5.18 设 天 的 特征 p>0， 革 是 天 的 护 域 ，w CL 蔬 对 
尺 的 代数 元 ，/(x) 是 a 对 六 的 前 小 多 项 式 ， 义 设 
J REx?’], /GE Kx (20), 
则 8=a?' 是 对 的 可 离 代 数 元 ，8 的 代数 次 数 是 deg f(x)/p'， 
和 且 [K[a]:KEBJI=p'. 
证 明 兮 了 (x) =g9(x*)。 则 显然 有 
gbB)=0, deg 9(Cx)= deg f(x)/p', 


于 是 
(1) LKCB1:K1<deg f(x)/p', 
显然 ，a 适合 -BE KL8JCx]， 于 是 
C2) CK[a]:K[B1ISp'. 


根据 定理 5.6， 我 们 又 有 
《3) deg f(x)=[K[al:K1l=[CK[Cal]:KLBTICKCB]:K]. 
出 (4), (2),(3) 式 易于 看 出 ，(1), (27 二 式 中 的 等 号 必然 成 立 ， 即 
为 的 代数 次 数 是 deg fCx)/p'， 
[KK[ 呈 :天 EL 有] =P 


下 而 再 证 有 是 对 天 的 可 离 代数 元 。 册 于 9(8) =0， 且 
deg g(x) =deg /(x)/p' =TK[CPT:K), 


赦 9(Cx) 足 有 对 天 的 履 小 多 项 代 。 又 显然 有 gz) 二 天 Fx9 的 ， 所 以 
g(x) 在 0。 


根据 引 理 2 ，8 是 对 天 的 可 离 代数 元 。 | 

与 定理 5.6 很 类 似 的 ， 我 们 有 下 述 定 理 。 

定理 5.19 设 工 电 S 的 有 限 可 离 代 数 扩 域 ，8 是 的 有 限 可 
离 代 数 扩 域 。 则 工 是 K 的 有 限 可 珊 代 数 扩 域 ， 

证 明 根据 定理 5.6， 元 门 然 足 天 的 有 限 代 数 扩 域 。 没 天 的 
转 征 ? 二 0， 不 难看 出 下 列 千 式 《参见 定理 5.16) 成 立 ， 

KL* = KC(SL): = KSsL?*=SL?*=1, 

于 是 二 是 天 的 右 展 避风 代数 扩 域 。 | 
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与 站 在 工 中 的 代数 闲 包 想 类 似 的 ， 我 们 有 下 在 二 生 的 “可 次 
代数 闭 包 ” 的 黎 念 ， 见 下 定理 ， 

定理 5.20 设 工 是 KK 的 扩 域 ，K 的 特征 Pp 之 0。 分 

Ki={a€E 上 : a 是 对 KK 的 可 离 代 数 元 }， 
则 KK} 宗 域 ， 称 为 KK 在 工 中 的 可 离 代数 闲 包 。K; 有 如 下 的 性 质 ，， 

1) 如 果 a E 工 是 对 天 的 代数 元 ， 则 a 对 K;: 的 代数 次 数 是 形 
如 p ' 的 正 整数 ，a* "EK;i， 此 处 自然 可 能 是 0， 

2) 如 果 S 忆 工 是 Ki 的 有 限 扩 域 ， 则 [S:Ki]=p'， . 

证 明 设 0,8EK;， 则 ,8 自然 是 对 天 的 代数 元 。 我 们 仅 须 
证 明 K[o BJ]CKi;。 如 此 ， 则 Ki 的 任意 二 元 素 8 加、 成 、 乘 、 
除 的 结果 曾 在 Ki 中 ， 所 以 Ki 是 域 ， 

显然 ，K[aJ], K[8] 此 是 K 的 可 疮 代数 扩 域 .因此 1 适合 一 个 . 
可 询 多 项 式 fxz)EKLzJCK[a]Lxz]， 所 以 有 对 天 [go 是 可 离 代数 
元 ， 于 是 尺 [aJ[8] 是 不 [oj 的 可 离 代数 扩张 。 根 据 定 理 5.19， 
K[a, 6] 是 的 可 离 代数 扩 域 ， 于 是 K[a,PJCKi。 这 喜 证 明了 
K; 是 域 。 

现 证 明天 ; 的 性 质 1)。 a 是 对 Ki 的 代数 元 , 象 在 定理 5.18 中 
那样 取 1 及 8 =a? ， 则 6 是 对 Ki 的 可 离 代数 元 。 设 其 极 小 多 项 
式 六 g(x) ERKi[x], 

y(x) = Sax 
册立 得 有 是 对 上 [ao ,4;,… ,4as] 的 可 疹 代 数 元 。 应 用 定理 5.17 及 定 
理 5.19， 即 知 有 足 对 天 的 可 离 代数 元 。 于 是 有 PEKi。 定 理 5.18 
的 结论 告诉 我 们 [Ki[a]:Ki] =pi。 

再 证 明 2)。 设 5S=Ki[ai,*…,0nj。 全 Ki=Ki [aa 
(! =1,2,….1)。 根 据 定理 5.6， 我 们 有 


CS:KiJ= TICKi, :Ky 
共 中 ,= 上 太 ;。 自 然 ， 我 们 能 征明 [Kt1: 上 =P’' 便 足够 了 。 模 据 
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», 我 们 知道 存在 非 负 整 数 m， 使 
a?r1 EKoC Ki, 
合 9(X) 为 qi41 对 Ki 的 汲 小 多 项 式 。 妈 设 9Cx) CKi[x?" 但 
g(x)E KiLx*"* 
笨 舍 有 = 史 人 以 及 .9(x) =h(x+" )， 根据 定理 5.18， 则 知 8 是 对 
天; 的 可 离 代数 元 ，h(x) 无 重 根 。 显 然 
gx) | Cx?” -agri)， 
故 hx) Cx” ~ Ga?) ) ERK], 
而 上 式 右 侧 只 有 一 个 根 ， 故 Ax) 只 有 一 个 根 ， 而 县 不 是 重 根 。 因 
此 deg h(x) =1， 即 BEK;。 由 定理 5.8， 就 有 
[Kir Ki = [Kn:KLBI=p’. 人 
我 们 把 以 上 定理 中 应 用 的 一 个 概念 ,用 下 面 的 定义 显示 出 来 。 
定义 5.11 设 工 是 KK 的 扩 域 ,， 下 的 特征 为 p 汪 >0,，aE 工 。 如 
果 存 在 非 负 整数 1 ， 使 eC 及 ， 则 称 0 是 对 的 纯 不 可 褒 元 . 
如 果 工 的 所 有 元 素 都 是 对 天 的 纯 不 可 部 元 ， 则 称 工 是 天 的 纯 不 可 
. 离 代数 扩 域 ， 
应 用 纯 不 可 离 的 概念 ， 定 理 5.20 可 以 理解 为 ， 如 果 工 是 开 的 
:代数 扩 域 ， 则 存在 上 在 工 中 的 可 高 代数 闭 包 天 ;， 使 
1) Ki 是 玉 的 可 离 代数 扩张 
2) 上 是 Ki 的 纯 不 可 离 代 数 扩 域 ， 
下 面 这 个 定理 ， 使 有 限 可 离 代数 扩 域 的 构造 简单 易 懂 。 因 为 
畔 征 敌 的 域 都 是 完全 域 ， 所 以 也 都 适合 下 面 的 定理 ， 
定理 5.21 设 L 是 的 有 限 可 窗 代 数 扩 域 ， 则 工 是 的 单 扩 
城 ， 即 存在 ae L， 使 Ka] 
证 明 设 亏 是 开 的 有 限 可 高 代数 扩 域 ， 所 以 存 在 91,02,…， 
crEZL， 使 
L = 大 [aaa ,0n], 
显然 ， 我 们 仅 须 证 明 ， 如 果 a , 8 是 对 天 的 可 离 代数 元 , 则 
Kfa, PJ]=K[Y], 
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共 中 YC Kra, pi, 
如 果 基 为 有 限 域 ，K[a,B] 自然 是 有 限 域 。 根 据 定理 5.13,- 
K[a, 1]* 是 一 全 循环 群 。 仿 7 为 其 一 个 生成 元 ， 则 自然 有 
天 Fa, 站 = 天 [7。 
现在 我 们 仅 须 券 虑 是 无 限 域 的 情形 。 合 Q 为 天 [a,p] 的 一 
个 代数 闭 包 ，f (x》CG K[x] 为 a 的 航 小 多 项 式 , g(x) EK[x] 为 p 
的 极 小 多 项 式 。 仿 f(x),g(x) 在 Q[x] 中 分 解 如 下 ; 


fix)= [E(x -a,). Ql =4, 
i=!l 


BOc) = TI- b;), b=P. 


显然 ，/(X),9C*x) 此 无 生根。 在 天 中 到- 个 。 夺 0, 使 
(¥) CNTpEp Vi=2,%,n, =2,°%,m, 
因为 K 是 无 限 集 ， 所 以 这 样 的 c 是 存在 的 。 合 


”=ai+cn=a+cp， 

则 显然 有 天 [oa, 的 忆 天 [7。 我 们 将 证 明 :6 = 6EKFE7。 如 此 ， 则 ' 
日 然 导 下 2=7 一 28EGKT7]， 即 月 下 [a, 有 = 天 [y]。、 

户 返 合 KEYJL*J 中 的 现 个 多 项 式 9Cx) 及 f(y-cx),， 于 是 B 
对 AL 六 的 段 小 多 项 式 RCz 必然 是 5Gx) 号 fCY-cx) 的 一 个 公 因 
元 。 我 们 在 8[*]J 中 瑚 不 9(X) 与 Cy - cz) 的 公 因 元 . g(x) 的 因 
元 拇 形 和 XX 一 BjCI =1,2, 呈 ,1M)。N( 六 ) 式 容易 看 出 如果»y= 
Qi+ C8;， 则 必 有 +1=j=1。 所 以 当 />1 时 ， 1: 

y—-chjta (Vi=1,2,%,n), 

历 以 此 时 767 ~ eB) 二 0， 也 却 x-hj 不 是 f(yY- cx) 的 因 元 (> 
DD), 于 是 gCX) 和 CY -ez 在 2 中 的 最 大 公 因 元 是 x~ 有 = 
xz -8 自然 ，g(x) 与 了 CY 一 ox) 在 KLYIEx] 中 的 公 因 元 h(x) 也 只 
能 足 x- 6B。 这 样 ， 我 们 导出 了 BEK[y]。 | 

例 10 我 们 举 一 个 不 是 单 扩 战 的 例子 。 取 两 个 变数 符 号 x ，. 
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yy。 全 了 乙 pgx，g) 为 二 元 在 理 贾 数 域 。 
Zpx? ,YITLp(X,Y), 
参照 例 9， 不 难 硬 出 ，x,y 前 是 对 Zplx?,y 的 7 次 代数 元 ,而 : 
且 有 
FEZp(Cx :pz 0 = 了 
任 了 到 YC 人 Zplx,y)， 恋 澳 自 证 
YEZp(X",Y'), 


[Zp(x", YILYT:Z px? ,yy*) SED, 
故 2p(xz,y) = 也 pCx DE AICAN DLR 


习 题 

1， 设 =e2x477 对 每 一 个 中 间 域 上，QCKCQ(Cw)， 求 
一 下 成 元 6 ， 使 上 = Q(p)， 

2， 设 工 是 上 的 有 限 扩 域 ， 已 知 对 每 一 个 wEL， 存 在 f(x》 
EKrx], 使 1(w)=0, 但 17Cw) 霹 0。 证 明 存 在 vET 使 上 = 
(Co)。 

3. 设 荆 是 所 的 有 限 扩 起， 证明; L= KD)<> 上 与 K 之 
闻 ， 只 有 有 限 多 个 中 间 域 。 

4， 找 出， 便 Q2 ,3)=Qc)， 

5、 令 np=2Z]pQZ(Cp 为 素数 )，x 是 变量 ,又 全 Fp[xj]h 
多 项 式 y*-* 的 一 个 零点 为 4， 证明 Fp(o) 在 Fp(x) 上 不 全 
离 。 

6， 设 K 是 特征 为 p 的 域 , 车 P=ao''EK, 但 a?''EK， 
证 明 x?" 一 8 在 [x] 内 不 可 约 ， 从 而 a 在 K 上 为 不 可 离 代数 元 ， 

7.， 证 明 完 妇 域 的 任 一 代数 扩 域 仍 是 完 双 域 。 

g， 设 K 是 特征 为 p 的 域 ， 上 是 K 的 扩 域 。 如 果 4EL, a 对- 
城 K(a1) 是 可 褒 代 数 元 ， 证 明 xcE Ka )。 

9. 设 K 是 特征 为 p 的 域 ,证明 KK 是 完 双 域 的 充 更 条 件 是 ， 
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eh 
委 /(x) 是 城 K 上 的 不 可 约 多 项 式 ， 证明 1(x) 的 所 有 零 

总 骨 和 ji 的 下 数 。 

11。、 变 是 特征 为 疡 的 战 ，pln。 证 中 苗 天 内 不 存在 个 不 
周秀 n 次 位 根 。 

lz。 设 上 古 上 的 扩 域 ，aEL 对 KK 是 纯 不 可 离 的 ， 那 么 c 对 
-中间 于 城 岂 是 纯 不 当 次 的， 

13. 设 KCFcL， 虐 对 F 纯 不 可 离 ，F 对 KK 也 纯 不 可 离 。 
证 明 工 对 K 纯 不 可 离 。 

14. 设 是 的 扩 域 ,QE 上 在 K 上 可 离 ，BEL 对 KK 纯 不 可 
- 离 ， 证 明天 (ap) =KCa+tB)， 又 若 a 六 0，B 夺 0， 则 

KCa, Pb) = 天 (ap)， 

15。 设 域 天 特征 p>0， 工 是 天 的 m 葡 扩 域 ，p 直 mn。 证 明志 
对 天 是 可 离 的 。 

16. 设 虞 天 特征 p>0， 工 是 天 的 久 域 。 证 明 aE 工 在 天 上 可 
房 的 充 要 条 件 是 ， 对 一 切 正 整数 n，K (a) = 天 (ot")。 

17， 设 战 玉 特 征 p>>0, 上 = Ka,B),， 且 0a?,Br€EK, [L:K] 
二 下。 证 明志 不 是 天 的 单 扩张 


$6 伽 罗 瓦 理论 


本 节 7 的 中 心 旨 趣 是 一 个 域 工 的 变换 群 C。 读 者 可 以 参看 第 二 
绽 》2“ 集 合 上 的 变 换 群 ”。 我 们 先 引 入 下 面 的 概念 。 

定义 5.12 设 2 是 玉 的 代数 闲 包 ，f《x)EK[xJ 是 一 个 非常 
数 的 多 项 式 ，。 在 of] f(x) 分 解 如 下 ， 


f(x)= aiTT -0), 
和 一】 


则 天 [con] 称 为 1(x) 对 的 分 裂 域 ， 或 简称 为 1(*) 的 分 裂 
域 。. | 
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定义 5.13 设 是 的 代数 扩 域 如果 对 于 KExJ 中 任意 一 
个 不 可 约 的 多 项 式 CX)， 只 要 f(x) 在 中 有 一 个 根 ，f(*) 就 可 
以 在 [xj 中 分 解 成 一 次 式 的 采 积 ， 则 称 上 是 KK 的 一 个 正规 扩 
域 。 

例 11 售 2 为 天 的 代数 闲 包 ， 则 显然 人 4 是 天 的 正规 访 域 。 

设 K 为 特征 7 的 有 限 域 ， 上 是 上 的 有 有 限 代数 扩 城 ,全 上 的 基 
数 为 P'。 设 (xX) 为 K[x]J 中 一 个 不 可 约 多 项 式 ，0EL 古 f(X*) 的 
一 个 根 。 我 们 知道 ，a 足 多 项 式 

x: ~ x K[x] 
的 根 ， 于 是 ， 我 们 有 
jixz -x= ITI- PEL 


Ber 
所 以 了 (Cx) 在 上 [x]jJ 中 可 以 分 解 成 一 次 式 的 采 积 。 我们 证 明了 上 是 
天 的 正规 扩 域 。 

设 K=Q,， KL=QL33]。 则 f(x)=x-3 是 QLx] 中 的 一 个 
不 可 约 多 项 式 ( 爱 森 斯 坦 判 别 定理 )， 而 且 在 工 中 有 一 个 根 2/ 3 。 
然而 其 另外 两 个 根 

3/ 3 e2ri73， [3 e4a173 
不 是 实数 ， 因 此 最 然 不 在 中 ， 所 以 f(x) 人 在 L[x]j 中 不 能 分 解 成 
一 次 式 的 采 积 ， 于 是 上 不 是 Q@ 的 正规 扩 域 ，| 

下 丐 的 定 给 上 了 定义 5， 12 及 定义 5.13 这 两 个 概念 的 奖 系 。 

定理 5.22 域 工 是 域 乒 的 条 限 正规 扩 域 所 > 了 是 某 个 非常 数 
多 项 式 的 分 裂 域 。 

证 明 ”一 >。 讽 了 = 拓 [a on， 对 上 的 极 小 多 项 式 是 
{iCX) C= 1 ,1)., 很 据 正 规 太 域 的 宅 义 ， fi《X) 在 上 L 上 [xj] 中 可 玉 
分 解 成 一 次 式 的 严 积 。 于 是 不 械 看 凡 ， 上 地 是 下 而 的 /C(x) 村 K 
的 分 烈 域 , 

/ (x) = 11 /i(x), 
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< 一 。 设 jz) 在 下 菇 中 分 解 如 下 ， 


(D /Cx) =ao[[Gc-o) 


=Qo(x "一 gx 十 《1)40xm1 十 
+(—1)"0n), 
尾 取 一 个 不 可 约 多 项 式 9(x)E KE[xJ， 设 8 为 g(x) 在 上 L 中 的 一 个 
根 。 央 为 工 = 天 [oa …，,om]， 所 以 有 


(2) B= Da aol", 
有 限 


其 中 a4-4,EK。 售 Sm 为 {1,2,… ,mm 的 对 称 群 。 任 取 0€5m， 
合 (5) 定 义 如 下 ， 


(3) CCp) = Bard 0 Qasr €E Ls 
再 分 Hz) 定义 如 下 
() AD= [TI(z-c(p)) 
IEpw 


=X™ te tadXM 二 Qi 
请 注意 ， 在 (1) 式 中 的 9 是 can 的 初等 对 称 多 项 式 ,9 EK。 
在 (4) 式 中 的 系数 4 都 是 8.,…,am 的 对 称 多 项 式 , 根据 定理 
3.16， 我 们 立 得 
asE KLO,, 0] = 大， h(x) E 天 [xz]。 
于 是 8 的 极 小 多 项 式 9(x) 必 然 适合 下 列 关 系 ; 
g(x)|hCx).,. 

但 在 上 [xX] 中 ，h(x) 可 以 分 解 成 一 浆 式 的 乘积 ( 见 (4) 式 )， 故 g(x) 
在 L[x]J 中 也 可 以 分 解 成 一 次 式 的 采 积 。| 

下 面 的 定义 是 本 节 的 中 心 概念 。 

定义 5.14 ,如 果 荆 是 域 尺 的 有 有 限 的 、 可 房 的 正规 扩 域 ， 则 称 
二 是 天 的 伽 罗 瓦 扩 域 。 

当 二 是 天 的 体 罗 瓦 扩 战 时 ， 极 有 痢 义 的 是 三 的 站 站 加 构 样 。 
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我 们 用 下 面 的 符号 ， 设 域 8 是 域 有 的 扩 域 ， 用 GCCSAR) 大寺 5 的 
尺 白 周 构 群 ( 称 为 S 在 及 上 的 伽 罗 瓦 咯 )， 即 
G(S/R)={o: o 是 S 的 自 同 构 ，c 在 妈 上 上 的 作用 
是 恒 等 映射 ， 王 o(7) =f, Bi rE€ R}, 
设 G 是 a 则 用 CG) 炎 示 在 G 作用 下 S 的 不 
恋 元 的 集合 ， 旧 
Fe -cs sE€S, g(s)=s, YI9EG}, 
我 们 有 如 下 的 引 理 ， ， 
引 理 ” 设 G 是 域 S$ 的 一 个 自 同 构 群 ， 则 CG) 恒 为 域 ， 称 为 
G 的 不 变 域 。 
证 明 任 取 9€G， 则 恒 有 
900)= 0， 9(1)=1, 
所 以 0,1EFCG), 设 0,BEFC(G)， 则 Y9€G， 和 恒 有 
ah) oo) foc) ath, 
g(op) =9g(a)g(6) =ap。 | 
所 以 4+h,aBE FCG)。 又 当 1s0 时 ， 恒 有 
1=9(1) =9(86-0 = gh)g9(B™!) = Bg(p™!), 


所 以 008-1) = B71, 
于 是 B71E F(G)。 所 以 了 (CD) 号 域 ，1 
我 们 有 下 而 的 重要 的 定理 。 


定理 5.23( 伽 罗 瓦 理论 的 基本 定理 ) 设 世 是 域 天 的 伽 罗 瓦 扩 
域 ， 则 我 们 恒 有 

1) 任意 取 一 个 中 间 域 S: LS55K， 则 上 是 S 的 贫 罗 瓦 扩 
域 ，o(G(LAS))=[L:S]，HLGCLAS) 的 不 变 域 FCG(L/S))= Sy 

2) 任 到 GCL,5) 的 于 群 五 ， 则 1 

[L:FCHYI=0H), GOL/FCHY) = HH 

3) S 是 KK 的 正规 扩 域 ==>G(L/S) 是 GCL/K) 的 正规 子 群 ， 
万 足 GCL/K) 的 正规 子 群 一 > 了 (CH) 是 K 的 正规 扩 域 ， 在 这 种 情 
形 下 ， 布 : 
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C(S Ky=sG(L/KY/G(L/S)., 
证 明 1) 了 显然 是 8 的 有 限 可 离 代数 扩 域 。 双 ， 工 是 某 一 
个 多 项 式 1(x)E KLx]CSLxj 的 分 烈 域 ,所 以 上 是 S 的 正规 扩 域 。 
因此 ， 工 是 的 伯 罗 无 扩 域 . 
按照 定理 5.21， 工 是 S 的 单 扩 域 , 上 = SLeJ。 设 a 的 极 小 多 
项 式 为 (x)。 因 为 jz) 在 工 中 有 一 个 根 a， 工 是 3 的 正规 扩 
域 ， 所 以 (x) 在 上 [x]j 中 可 以 分 解 成 下 式 ， 


f(x)= T(x-o), co=o。 


a 又 是 对 S 的 可 离 代数 元 ， 所 以 其 极 小 多 项 式 是 可 离 多 项 式 ， 因 
此 所 有 的 w 此 不 相同 。 
根据 定理 5.9, 5 的 恒 等 映射 id 可 以 扩张 成 由 SLQ1J 到 [ci] 
的 间 构 0;:， 使 
0;(Q1) = Qi9 {=],2,.,n, 
显然 ， 我 们 有 S[ai]CS[o] = S[o]， 且 
dimsS[Q,] = deg f(x) = dimsSTa], 
如 此 立 得 = S[a] =S[al] = S[ai]。 于 是 01 都 是 上 的 S 自 同 构 ， 
且 两 两 不 同 。 故 
olG(L/S))>n=[L:S], 
任 取 cE CCL/S)， 则 恒 有 
0=0(0)=0(Cf(0)) =f(0(0)), 
于 是 5c(o) 必 为 jx) 的 一 个 根 ， 也 即 有 某 个 2 Ts<im 使 


. 0(Q) = Qi, 
显然 ， 工 的 5 自 同 构 0 由 上 式 唯一 确定 ， 所 以 必 有 
og=0 
故 o(G(L/S)) =ma= [ZL:S]。 


现在 我 们 要 证 明 FCG(L/S)) =S。 仅 须 证 明 ， 任 取 ES， 
BEL, 必 有 一 0;:EGCL/S)， 使 oi(Cp) 六 便 已 足够 了 。 
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售 B 对 全 的 级 小 多 项 式 为 gC0， 基 在 二 xz] 下 的 分 解 式 为 
go0= 了 Tc-6)， 用 之 1] f=p, 


售 Ri=S[B,]，Rs= SEBs]， 根 据 定理 5.9，S 的 后 亿 估 射程 可 、 
扩张 成 同 构 7: RC=S5B11)->Rs( = STP,)， 使 
y(B) = P,P 
今 a《 请 注意 ，L 上 =K[9j= RCej= Roj) 村 Ri 的 声 小 多 项 式 为 
有 x)。 叉 设 是 工 的 一 个 代数 闭 色 ， 因 此 也 是 Rs 的 -个 代数 闭 
但 。 于 是 在 QP ，yChCX)) GC RE 有 解 。 合 其 - 解 为 忌 。 根 据 - 
定理 5.9，8 同 构 y 可 应 扩张 成 L(= Rira]) 到 RE] 的 一 个 S 二: 
构 yY， 使 
y’(a)=a, 
然而 ， 号 同 构 7 也 是 一 个 K 司 构 ， 帮 
0= /Ga) =y (1(a)) = /Gy Co))。 
所 以 yq) 必 等 于 上 耐 的 甘 全 oa， 也 即 多 必 为 基 个 ciEGCLAS，。 
故 
oh) =y CD) = ff =p, 
这 就 证 明了 FCG(L/AS))=S.， 
2) 爹 S=FCH)。 显然 HCCL'S)。 所 以 根据 1)， 我 们 得 


oC(H)<o GL SY = TL:S]= EL: FH)], 


变 L= KLa], l= {7 pm}, 分 


Tix- yi COD) =" + hx + bn, 
则 显然 可 网 ， 上 式 在 如 作用 下 是 不 变 的 ， 所 以 bi:E SC(Y DD， 基 
[Le -CDO)cCSTx]。 
所 以 (LF) =[L:S]Em=0(H). 
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出 上 面 两 个 不 等 式 ， 我 们 有 
[L:FCH)]=o0CH), GC(L/F(H))=H, 

3) 设 S 是 K 的 正规 扩 域 ， 则 显然 S 是 天 的 人 铭 罗 瓦 扩 域 。 设 
仿 = 有 [B11，B 对 KK 的 极 小 多 项 式 为 9Cx)。9(x) 在 SLxJ 中 可 以 分 
解 成 

gx)= [TIC-B), B=P. 
任 取 oCEGCL/AK)， 则 显然 有 

0= CB) =o(g(p)) = go 0B), 
于 不 0C8) 了 岂 是 9《xX) 的 根 ， 所 以 oCB8)ES，,， 以 及 go 引 频 出 S 的 
一 个 上 自 同 构 5C5 B008) 所 规定 )、 这 样 ， 

TT: oPO 
定义 了 一 个 映射 
A: GCL/K) GOS/K), 

显然 ， 亏 是 一 个 群 有 映射 ， 而 旦 ker(7)=GCL/S)。 所 以 G(L/S) 
是 GCC) 的 一 个 正规 子 群 。 我 们 要 证 明 地 是 一 个 满 射 。 如 于 ， 
姑且 然 得 出 下 面 两 个 群 的 同 构 ; 

CCDLAKDJ7AGCLAS)=2GCCS 天) 

任 取 5EGCSAK)。 设 上 =SLajJ,， 4 对 S 的 极 小 多 项 式 足 
(x)E SLx®。 根 据 定理 5.9，5 可 以 扩张 成 L(=S[a]) 到 SS.&] 
的 一 个 辐 构 9， 此 处 总 CK(X))ES[XJ 在 上 的 一 个 代数 闭 包 
全 让 的 一 个 根 。 分 了 为 4 直 玉 的 极 小 多 项 忒 ， 则 又 有 

0=0oCf(%))=f(000)) = 1(68). 
于 是 如 是 A(X) 的 一 个 人 很 92;。 不 准 天 纪 SL&a1=L，o EGCOL/KR)， 
以 及 
ir) =F, 
所 以 工 足 一 个 涡 射 。 
现 设 互 是 GCLZKD) 的 个 正规 了 辟 。 今 S= F(DD)， 以 及 
GIL/Ky= Hg Hoy Hg, 
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其 中 LTGCL/K):HI, 设 抽 =0CH)=[L:$J]， 则 mL!=[L:K]= 
.0CGCL/K))。 又 设 S=K[BJ。 则 有 
ogi(Py=9:0CB)=9B), VoEH, t=1,%,l, 
式 中 7 为 昌 中 莫 元 素 ， 满 是 09;=910 。 从 上 上 式 并 得 
gi(B)yES, Vi=l,",l, 


k(x) = LEC- 91:8)), 


i=l 
其 中 在 一 个 9 可 以 取 为 恒 等 上 映射。 易 见 扩 X) 在 9;G=1,…, 信 作 
用 下 不 变 ， 所 以 在 GCL/K) 作 用 下 不 变 ， 故 hCx) EKLxJ，。 电 然 ， 
S 号 h(x) 的 分 裂 域 ， 于 是 S 是 五 的 正规 扩 域 。 | 

讨论 1 上 面 这 个 基本 定理 ， 可 以 理解 成 所 有 中 间 域 1{” } 
CCLAK) 的 所 有 子 群 { 划 } 之 间 存 在 着 一 个 自然 的 单 满 映射 ，”> 

应 到 GCC S)， 吾 对 应 到 FC(H)。 在 这 个 单 满 时 射 下 ， 于 的 正 

本 -成 与 GCC) 的 正 埠 子 群 自然 地 互相 对 应 。 

2) 四 为 有 限 群 GCL/K) 只 有 有 限 多 个 子 群 ， 所 以 伽 罗 五 扩 
域 上 与 之 间 ， 只 有 有 限 多 个 中 加 战 。 

例 12 RO 读者 可 能 察觉 到， 在 工 面 的 
证 骨 中 ， 我 们 合 几 次 用 到 了 定理 5.9。 在 下 面 的 计算 中 我 们 得 好 
也 月 定 导 5.9。 

今世 是 直面 的 多 项 式 对 和 @ 的 分 人 

f(x) =x3 一 
令 5=esais。 则 显然 ， 在 上 中 上 人 人 有 
xx-2= (x82) 32 x- 3 2). 


于 是 
L=Q 323, S23, 2Y]= QV Zt]. 
分 3S=QicCL 的 被 小 多 项 式 是 三 次 荐 阅 多 项 式 
xy 一 | 
palX)= = + 十 于 = (Xt) 一 《2)。 
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于 站 有 了 两 个 同 构 
7 QQ ]， (CD = 
7 QQ (= QD CD = 人 


显然 [QT83/2]:Q]=3。 所 以 我 们 有 
2,3 |LQIS/2, $1:Q] =[Q[8/2 ,0]:QC QL] :QI <6,. 
于 是 得 出 “ 

[QL 2 0:0]=6， [QI 2 人 :QI =3， 

根据 定理 5,9，y1,Ys 都 有 三 个 不 同 的 扩 上 丝 ， 
1: o1(6) = 0o(3/2)=8/2, 
Vs 102; Ot) =L, 0.3/2)=8/2, 
os Islt)=¢, O03/2)=8/20, 
O04 O40) = 0, O08/ 2)= 28/2, 
Y2: 405: 05C6) = 2 os(8/ 2)=8/2¢, 
O00: oot)=L, 06(8 2)=3[252。 
上 面 的 六 个 01 又 可 以 看 成 S; 的 元 素 如 下 ; 今 
a=8/2, Qo=8/2t, 0=8/20, 
则 ci 显然 足 (al,az,as) 的 对 称 变换 。 读 者 不 难看 出 

Oie>(1)(2)(3)， Oae 1,2,3)， os (1,3，2)， 

0 1) (2, 5), asm {1,2)(2), aee (1,3) (2), 
一 般 车 之， 如 于 区 是 一 个 多 项 式 CX) A 上 的 分 列 成 , 则 G(L/K》: 
的 起 来 者 可 以 考虑 成 (7) 的 7 个 根 的 对 称 变 换 。 于 是 GCL/K》 
可 以 认同 为 Su 的 一 个 子 群 ， 这 时 n= deg f(x)。 

例 13 设 扩 是 一 个 基数 为 P" 的 有 限 域 , 工 是 上 的 抽奖 扩张 
村 是 工 的 基数 荐 PpP'"。 售 7 为 基本 块 射 ， 即 
PCaD = 4°, vaErL, 


根据 定理 5.14，pz 是 工 的 附 为 十 的 天 自 同 梅 ， 角 例 11 的 这 证 ， 
隐 是 美的 钥 罗 万 扩 战 。 于 是 
ol(GCL/K)) = [LL:K]=m 
由 此 立 得 
GCL/K) = {p°" (=id),p" ,np "), 

期 GCL/K) 为 由 p" 生 成 的 循环 群 。 

例 14 ”根据 例 6， 设 Pp 为 奇 素数 ， 则 能 用 圆规 下 尺 作出 单位 
圆 的 内 接 正 p 边 形 一 >p 是 一 个 费 马 素数 ， 即 

p=22 +1, 

现在 我 们 可 以 证 明 ， 它 也 是 充分 条 件 。 

合 Y=ez"A?， 期 嫌 是 下 面 方程 式 的 一 个 根 ， 


XxX?—1 
gp( = HT +X tl 0, 


显然 ，Q[ 人 是 x? 一 1 对 Q 的 分 裂 域 ， 所 以 Q[5] 是 Q@ 的 合 罗 无 扩 
域 ， 以 及 (参见 例 3 ) | 
[QU]:Q]=p- 1=2°", 
于 是 ， 我 们 有 
olGCQLI/Q)) = 22 。 
模 据 第 二 章 §6，CGCQLY]/Q) 是 一 个 2 群 。 应 用 定理 2.14， 在 在 
一 系列 的 子 群 G1， 使 
G(QL]/Q) = Co DOP GD cj= ta 


[Ci :Gi_1j=2, Vi=1,2, 22 ， 
应 用 侧 罗 达 理论 的 基本 定理 ， 存 在 一 系列 的 中 间 坡 下， 使 
Q-rsaecc1ck CCK, = Qt), 
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[开门 =2， Vi=1,2，，2? . 


应 用 例 4 的 过 论 所 得 出 的 圆规 各 尺 作 图 的 充 要 条 件 ， 我 们 种 知 ， 
上 面 的 一 系列 的 中 间 域 的 存在 ， 意 味 着 正 P 边 形 可 以 作出 。 
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在 俩 8 中 ， 我 们 证 明了 能 用 圆规 可 尺 作出 单位 圆 的 内 接 正 m 
边 形 (此 处 n 二 2， 不 一 定 是 素数 ) 的 必 下 条 件 是 
人 =Dipa…pi2"， 
共 中 Pi,pa,……,p* 足 瑟 蜡 的 费 马 素数 .我 们 来 证 明 这 也 是 充分 条 件 。 
我 们 无 非 是 要 作出 2rymn 角 。 应 用 “部 分 分 式 ”， 有 


此 处 si 及 了 都 是 整数 。 因 为 P 是 费 马 素数 ， 所 以 角 2r/P ;可 以 作 
出 。 又 任意 角 异 可 二 等 分 ， 所 以 2r/2" 也 可 作出 。 显 然 ， 这 些 角 
的 倍 角 aix2x/pt 及 bx2x/2" 也 可 作出 ， 共 和 、 冀 也 能 作出 ， 于 
是 角 2x/n 也 可 作出 了 。 

总 结 上 面 所 述 ， 我 们 得 出 ， 正 = 边 形 可 以 作出 的 充 村 条 件 是 

n=pip2 ps2", 

共 中 Pp1,P2,"… ,Ps 是 互 异 的 费 马 素数 ， 

例 15 我 们 可 以 应 用 例 14 的 讨论 ， 得 出 作 正 十 七 边 形 的 上 
又 。 请 注意 ，17= 2?”+ 1 是 一 个 费 马 素数 ， 取 f =e*"'41?， 它 是 
下 面 的 十 七 次 荐 网 多 项 式 的 根 ， 


X17 一 


1 
p17(X) = 1 = Xt+ 1 


二 
共 余 的 15 个 根 是 站 ,个 ,C9， 合 上 = QTY]， 则 上 是 Q 的 佑 罗 瓦 
扩 域 ， 
oCGCL/Q)) =[L:Q]= 16。 
命 0CCCLQ) 定 义 如 下 ， 
oC) = oa 
于 全 0 对 oCx) 的 16 个 根 的 作用 如 下 ， 
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o: nd 
上 
上 > 4 一 《8 LC 
POLI 00, 
所 以 o 的 阶 是 16， 故 知 G(L/Q@) 是 由 5 生成 的 循环 群 。 我 们 很 容 
易 得 出 GCL/Q) 的 一 个 正规 群 列 ， 
G(L/Q) = oD oD CoD CoD {8}, 
合 -| ， 
as = 十 0 
Q4 = 二 二 
02 = + 
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= DE!= -1, 


二 四 
则 显然 有 
OQas) =Qg8, OQ) =0 O02) =0, oo(0) =0, 
于 是 我 们 得 出 一 系列 的 二 次 扩 域 ， 
QQafcJcCQra ,acCQraaoaelcCQr]。 
-我 们 只 要 写 册 这 些 二 次 扩 域 的 二 式 方 程式 就 好 了。 例如， 第 一 
. 步 ， 我 们 有 


16 io 
GodCr- ol) = (DE'): +4D 
了 一 T 一 上 


= x+x~4€ QLx), 
az: 是 上 式 的 一 个 根 。 
读者 不 妨 试 行 写 出 其 余 的 三 个 二 次 式 。 | 
下 而 的 定理 给 出 正规 扩 域 的 一 个 判别 条 件 。 
定理 5.24。 设 上 是 上 的 一 个 有 限 代数 扩 域 ，82 足 上 的 一 个 代 - 
3 数 闲 包 。 则 工 是 天 的 正规 扩 域 所 > 任何 一 个 天 同 构 
0: Lo(CLD)CO 


必然 是 上 的 上 K 自 同 构 。 : 
证 明 < 一 。 设 L=Kfa,,*… ,Qn]， Qi (= 1 … ,2) 对 天 的 极 
小 多 项 式 是 六 (zx7。 兮 


/(x) =T1fi, 


我 们 要 证 明 /Cx) 在 [xJ 申 可 以 分 解 成 一 奖 式 的 乘积 。 如 此 ， 则 
是 (的 分 恤 域 ， 因 而 也 是 K 的 正规 扩 域 
如 果 有 一 个 Ai(z) 在 上 [x] 中 不 能 分 解 成 一 浆 式 的 乘积 ， 不 妨 
划 设 f1(x) 不 能 完 双 分 解 。 于 是 ， f1(x) 在 0 中 有 一 根 &1 不 在 工 
中 。 护照 定理 5.9， 存 在 一 个 下 同 构 01: K[o]->K[a]S 92， 使 
ct4ai) = 81。 
合 aa 对 Ki] 的 极 小 多 项 式 为 9g2《XY)，Qs 为 0i(9zGxz)) 人 在 吕 中 的 
一 个 根 。 又 用 定理 5.9， 于 是 存在 一 个 开 同 构 、 
02: 天 [al,as] 一 下 [Zi 5a]CO， 
使 
cz(a) =0, cq) = Ba。 
如 此 逐步 作 下 去 ， 即 知 在 2 中 存在 5s,…,3n， 以 及 一 个 乒 同 
构 on: 天 [al ,as ,0n]->K[B1,G,,…,0n]， 使 
On(0i) = i, Vi=1,2,",n, 


和 为 1L， 所 以 ow 不 是 上 的 自 同 构 ， 这 与 已 知 的 条 件 相 矛盾 。 

==>。 设 工 = 天 [ao …,co]，ai 对 天 的 极 小 多 项 式 是 fi(*x)， 
按 申 已 各 条件 ，fi(xX) 在 上 [xJ 中 可 分 解 成 一 次 式 的 乘积 。 任 取 一 
个 下 辣 构 5: 上 一 oo(L)CCQ， 则 有 

=0(fi1(03)) = fi(0 (91)), 

于 是 学 下 5C0D CL 所 以 o 是 工 的 一 个 天 自 同 构 。 | 

于 插 这 个 定 束 ， 说 明了 正规 扩 域 对 天 同 构 而 展 自 成 一 个 天 
把 。 下 看 我 们 要 研究 男 一 个 有 关 佑 罗 无 扩 域 的 现象 ， 设 是 的 
午时 无 扩 域 ， 昌 是 上 的 代数 闭 包 ， 在 9 中 ， 另 有 天 的 一 个 扩 域 
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S 。 我 们 可 以 取 包 含 上 及 5 的 最 小 的 域 
六 3=S[I={ Doio:: acES， aclL 
有 限 


上 :5S 称 为 上 ,S 的 合成 域 . 

定理 5.25 设 工 是 的 合 罗 瓦 扩 域 ， 则 合成 域 L*5S 足 S 的 一 
个 伽 罗 成 护 域 ， 且 GCL+S/5S) 是 GCLJK) 的 一 个 子 群 . 

证 明 因为 上 是 KK 的 期 罗 无 扩 域 ， 所 以 L =KEioj。 设 0 对 
的 极 小 多 项 式 是 1(x)， 则 上 :S$S=SCaJ 是 fx) 对 S 的 他 和 裂 成 。 名 
然 LS 是 5 的 入 罗 巨 扩 域 。 

售 oEG(GL SS)。， 则 5 在 上 上 的 作用 引 生 一 个 同 构 

5: L>o(L)CD, 
按照 上 定理 ，0 是 上 的 一 个 攻 自 同 构 ， 因 此 5 EGCL/K). 

我 们 要 证 明 这 个 对 应 关系 0 是 一 个 单 射 。 如 果 了 为 恒 等 

映 寻 ， 则 必 有 

o(a) = 50(0) =0。 
于 是 o 也 必 是 恒 等 映射 。 在 此 单 射 下 ， 我 们 可 以 把 CC(L,S7S) 认 ， 
同 成 CCLK) 的 子 群 。! 

例 16 ” 设 域 的 特征 是 0， 上 是 下 面 的 方程 式 对 的 了 甸 

域 ， 
x" 一 1=0。 
则 过 显然 是 天 的 伽 罗 互 扩 域 。 我 们 要 证 明 G(L/K) 足 乘法 群 
Zt= {ml (m,n)= (1)} 
的 子 群 ， 所 以 是 一 个 有 限 交 并 群 。 

x" -1 在 工 中 的 所 有 根 的 集合 显然 是 … 个 7 阶乘 法 群 ， 所 议 
.是 一 个 循环 群 ( 定 理 5.12)。 合 < 为 其 朱 或 元 ， 则 此 群 = {1 ,06,62， 
LL= KY] 

我 们 考虑 QC Q[Y1， 按 照例 7 的 讨论 ，: 的 用 小 多 项 式 是 
次 制 风 多项式 y*(xz)， 其 次 数 为 尤 拉 数 *(n， 其 棚 的 集合 为 
{5" Cn) =《1)}， 所 以 
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gn(xz)= TT Cx-7"), 
0O<m<n 
(my Nn)=(1) 


所 以 GCQ[6IJ/Q) = {om: 0 之 mn，(m,n)=(1)}， 共 中 on 的 
定义 如 下 ， | 


on) = 
是 然 ， 了 映射 
Ax: GCQLI/Q) 2’, - 
nCom) = [mn], 
是 一 个 同 构 。 


因为 天 的 特征 为 0， 故 可 认为 天 一 Q， 而 
L=K[i]= QL Kk, 
所 以 应 用 定理 5.25， 立 得 GCL/K) 是 Z: 的 一 个 子 群 
习 题 
1， 设 城 下 的 特征 pp 之 0， 证 明 多 项 式 x* -x-aEKFfx] 是 不 
可 约 的 或 是 一 次 式 的 乘积 。 
2 设 工 是 天 的 有 限 扩 域 。 证 明 工 是 天 的 正规 扩 域 所 之 对 于 
其 [x] 的 一 个 不 可 约 多 项 式 f(x), 如 它 在 L[x]j] 内 有 两 个 因子 g(x)， 
去 (xz)， 则 必 有 deg g(x) = deg h(x)， 
3， 证 朋 一 个 n 次 多 项 式 的 分 裂 域 可 由 它 的 任 意 n- 1 个 根 
生成 (如 添加 任意 n-1 个 根 到 基 域 即 得 共 分 裂 域 ). 
4， 设 /(x)EK[xJ， 在 K 的 扩 域 上 再, (x) 分 解 为 
1X) = Cx) 1), 
会 Voy Vk 为 多 项 式 9Cx)= (xX- 册 ) 玉 (x 一 Ue) 的 系数 ， 又 设 
于 =K(yo,… ,Vp)。 证 明 ， 
(1)》 区 是 g(x) 对 的 分 裂 战 ， 
(2) 工 足 的 伯 罗 瓦 扩 城 。 、 因 
5， 设 工 是 zx- 1 在 Q 上 的 分 裂 成 。 求 LLIQ]I， 并 站 LAQ 
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的 伯 罗 无 群 是 否 是 人 循环 佑 ? 

6， 设 工 足 25- 1 在 Q 开 的 分 裂 域 , 求 [L:Q]， 非 总 Q 
的 伽 罗 丈 群 是 否 是 循环 群 ? 

7。 设 天 是 一 个 有 限 域 ， 下 是 它 的 一 个 代数 闲 包 。e 是 五 / 乓 
的 -个 非 么 自 同 构 ， 那 么 ，o 的 不 变 虞 是 有 限 域 吗 ? 

8， 设 Q 为 @ 的 代数 闲 包 ，，EQNQ， 证 明 在 所 有 延 合 条 
件 &>F，ucF 的 域 忆 中 ， 必 有 一 极 大 者 。 

9 续 上 题 。 设 是 .上 题 中 所 述 极 大 中 间 域 ， 证 盟 玉 的 尾 河 
有 限 扩 域 必 为 佑 罗 巨 扩 域 ， 而 且 其 件 罗 无 群 是 循环 群 。 

10， 设 F 是 x*-2 对 QQ 的 分 裂 域 ， 试 找 出 的 所 有 于 域 ， 
- 列 出 它们 的 包含 关系 。 | 

11。 找 出 x3 一 9 对 ， 

(1) Q; (2) QC2) (3) QC -3) 的 分 裂 域 ， 

12. 设 下 是 题 8， 题 9 所 述 的 极 大 中 间 子 域 ， 证 明 存 在 双 的 
自问 构 0， 合 (和 朱 u， 而 且 忆 为 其 不 变 域 ， 

13， 售 ai G7=1,2,… ,nn) 为 整数 ， 合 detai)) 奈 0。 又 设 
Cr 号 =TTz， 缀 分 类 = 


j= 


(0, ,yn)。 证明 虐 是 天 的 代数 扩 域 ， 并 求 [L:K]。 册 进一步 
应当 工 是 K 的 佑 罗 无 扩 虑 。 间 其 爷 罗 瓦 群 应 如 何 计 算 ? 

14。 谈 工 是 天 的 扩 域 ，K[g 是 于 的 仰 罗 瓦 扩 域 ， 证 明太 [a] 
对 大 的 伪 罗 无 群 等 于 上 [Qj 对 上 的 佑 罗 无 群 的 充 要 条 件 丰 

KiajNL=K, 

15。 求 Q(e2*1 人 1) 寻 Q@ 的 盆 罗 无 群 的 所 有 子 群 和 但 个 于 群 
的 不 动 域 。 

I6。 设 & 是 2+ 姑 -2x-1=0 的 一 个 根 ， 证 时 QGo) 中 人 的 
下 规 扩 域 ， 并 求 其 优 罗 无 群 ， 

17、 设 才 是 一 个 特征 p 的 咸 ，p>>0， 又 设 aEKAK， 皇 不 存在 
则 CE 使 =8- 有 。 合 工 是 姑 -x-2 的 分 裂 域 ， 求 二 大 的 休 罗 
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元 人 群 。 
18. 求 x4- 5 在 ， 
(1) Q@; (2) Q(v5)， (3) Q(v = 5) 上 的 佑 罗 无 群 。 


$7 用 根 式 解 方程 式 


任 给 一 个 二 次 式 
ax*+bx+c=0, 
我 们 知道 其 根 为 


b+- da 
2a “ 
凸 式 的 解 用 到 了 根 式 严 - 4ac 。 在 巴比伦 、 埃 及 、 中 国 、 印 度 、 
希腊 等 古 数学 里 ， 都 有 于 面 这 个 二 次 式 的 解法 .祖冲之 (五 世 
纪 ) 提 出 了 “ 开 带 从 立方 ”。 可 异 原 书 《 缀 术 》 已 经 失传 了 ,。 按 
照 字义 来 说 ， 这 应 该 是 指 “ 开 带 一 个 系数 的 立方 根 ”， 即 解 三 次 
方程 式 
XxX3+ax=b 或 x3+ax*=b, 

十 大 世纪 时 ，Cardan 公式 给 出 三 次 及 四 次 式 的 解 ， 首 先 简化 任 - 
意 三 次 式 为 

x3+axtb=0, 


则 共 一 根 ( 另 外 两 根 也 很 类 似 ， 见 后 六) 为 


3 pb Ba 8 ob fa 
a 
这 也 是 用 根 式 求 册 解答。 四 次 式 的 解 也 可 以 类 似 地 由 棋 式 求 掉 。、 
一 般 的 五 次 式 或 更 高 次 式 ， 能 不 能 用 很 式 求解 泥 ” 守 案 是 借 : 
定 的 ， 本 到 将 给 出 证 明 ， 从 分 析 学 上 天， 我 们 知道 任意 名 三 深 实 
系数 方程 式 最 少 有 一 个 实数 根 ， 并 且 可 以 用 逐次 通 迫 取 成 限 的 办 
法 求解 ， 在 这 种 意义 下 ， 任 音 的 堪 次 式 华 可 解 。 就 像 二 千 分 角 般 
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向 题 一 样 ， 如 不 限定 圆规 下 尺 作 图 法 ， 则 任意 角 是 可 以 三 等 分 
的 。 然 而 在 圆规 直 尺 作 图 的 限制 下 ， 我 们 已 知道 至 少 有 一 个 角 不 
能 三 等 分 ， 用 根 式 解 方 程式 也 类 似 ， 自 然 是 限定 用 根 式 的 方法 。 
我 们 贾 把 用 根 式 解 方程 式 与 伽 罗 歹 理论 联系 起 来 。 为 了 简便 
和 起见， 我 们 假定 域外 的 特征 是 零 。 我 们 先 引 入 下 面 的 一 些 定义 。 
定义 5.15 如 果 域 工 是 下 面 的 方程 式 对 K 的 分 裂 域 ， 则 称 上 
是 的 根 式 扩 域 
. x"-a=0, .ac 天 
定义 5.16 如果 存 在 一 个 根 式 扩 域 的 链 
下 = 天 IC 天 CC 于 天 ;CC 天 
邯 Ki 是 天 ;的 根 式 扩 域 (Vi= 1,2,…,0 -1)， 使 天 [2z 中 的 一 个 
多 项 式 1(*x) 的 分 裂 域 TLCK%， 则 称 jx 可 以 用 根 式 求解 。 
在 证 明 本 节 的 主要 定理 之 前 ， 我 们 先 处 理 两 个 简单 的 情形 ， 
定理 5.26 知 果 域 上 是 域 KK 的 根 式 扩 域 ， 则 GCL/K) 是 可 解 
群 。 
证 明 取 工 的 一 个 代数 闭 包 2。 则 下 式 对 天 的 分 裂 域 天 [ 妇 
CQ 是 上 的 件 罗 无 扩 域 ( 见 例 16)， 
x"*—1=0., 
而 且 GCK[LJ/KD) 是 交换 群 。 
设 工 是 下 式 的 分 裂 域 , 
x"-a=0, aE€Kk, 
a 定 其 一 棋 。 则 显然 有 
了 = 天 [aag ,at?, ,Qt"-1]= KFa,t], 
我 们 要 证 明 CCZV/KLS) 也 是 一 个 交换 群 。 
任 取 oEGCL/KEHJ)， 则 显然 o 是 由 下 式 确定 的 ; 
o(0) =acr， 0<7/ 入 2 一 1， 
分 如 此 决定 的 7 为 1(c)。 我 们 定义 映射 
xR: GOL/KTET)—Z,, 
AX(0)= [1(0)], 
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洪 中 ZZ, 为 加 法 群 ， 不 难看 出 不是 一 个 群 音 射 所 以 CCLAKL 
可 以 认 辣 为 2, 的 一 个 子 群 ， 因 此 是 交换 群 。 
按照 仰 罗 巨 理论 的 基本 定理 ， 我 们 有 


GL KS GL/KEC DD {0), 
GOL, KY GOL KE DGKLS N/K), 


根据 定义 2.21， 即 知 CCL 天 ) 足 可 解 群 ，{ 

定理 5.27 ”如果 L 电 多 项 式 Ka 对 二 的 分 列 二 ， #f 且 - 
GCL/KD 是 循环 群 ， 则 (xz) 可 以 用 根 式 求解 ， : 

证 明 设 ” 的 9 是 工 的 一 个 代数 所 包 。 今 《为 
下面 的 方程 式 在 人 中 的 一 ” 


| 于 是 KEYJ 是 x' 一 1 对 K 的 分 列 域 ， 故 是 KK 的 撒 式 扩 域 ， 
存 上 中 取 0,， 使 L=K[aJ。 又 全 L'=K[a,$]。 根据 定理 
5.25， 工 / 是 天 [ 杂 的 其 罗 瓦 扩 域 ， CG(L7 /KE 是 GC(L/K) 的 子 
群 。 由 于 CCL/KD) 吓 循环 群 ， 所 以 GCL’/K[LJ]) 也 是 循环 群 ， 合 
共生 成 元 为 5， 革 阶 为 mm， 则 min， 且 有 
GCL /KID = {1,6,.% ,6 1}. 
合 7=5"%", 则 有 9"=1。 再 邻 
(1) B=n"a+n -6 + +0" 6 (0) + +n6"- (0)， 
则 有 
(2) 8A) =0"600) to" 0) te +n" Oa) + +96"Cay 
= na tn + +t" ti (a) + + 06"! (0) 
= 1 月， 


故 6(8" =5(p)"= (08) =n"B"=h", 
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所 以 1 CKLC]。 易 见 
贡 一 上 
xp-TIGc-mp)， 


故 [PB,?] 是 x" -8 对 天 [的 分 裂 域 ， 也 即 是 天 [ 引 的 根 式 扩 
域 。 
”我 们 要 证 明 上 ”=K[a,f]=KL8,f1。 显 然 hEL’， 所 以 
K[a,s KEB,¢], 
另 一 方面 ， 册 (2)〉 式 知 
6i(B)=6-16(B) =01 (16) = 76 (P= =7i6, 
赦 18 ,6201 在 天 [8 ,后 于 的 竺 用 者 下 不 相同 ， 世 以 
moCGCKTB ,LIKED)) = [KLEB ,YJ: KL 
<[LKia,tl:Krd =m, 
Efi KCLB ,t= Kra,d], 
于 是 我 们 得 到 了 一 个 模式 扩 域 的 链 ， 
KECKTeICKLE ,J, 
且 和 全 工 C 天 La] = 天 [8 
所 以 A(x) 可 用 根 式 求解 。1 
上 桓 的 定理 5.26 及 定理 5.27 是 证 明定 赣 5.30 所 给 出 的 用 根 式 
求 侯 的 充 要 条 件 的 开始 ， 在 扩充 这 两 个 定理 以 完成 定理 5.30 的 证 
中 之 前 ， 我 们 需要 下 面 两 个 技术 性 的 引 理 。 
引 理 1 设 下 面 是 一 个 根 式 扩 域 的 中 
K=KCKCwuCCR,, 
多 存在 另 一 个 根 式 扩 域 的 链 
K=LCLC.CL,, 
使 上 CLm， 且 Lm 是 六 的 优 罗 无 扩 域 。 
证 明 ”我们 对 第 一 个 链 的 长度 #2 作 数 学 归 纳 法 。 设 关 = 2。 
六 为 K 是 天 的 荔 罗 大 扩 域 ， 所 以 取 并 = 天 :就 可 以 了 。 现 在 我 们 
假设 对 天 :已 作 好 了 一 个 要 式 扩 战 的 连 


下 =LICLC…wCELo， 
使 太 niCCLm 以 及 Lm 是 的 佑 罗 巨 扩 域 。 
设 五 "是 下 面 的 方程 式 对 站- 的 分 裂 域 ， 
XI-Q=0， aaE 开 ICE 。 
命 
f= Tl (Cx:-oCa)), 
ECG (Lm /K) 
则 显然 有 oCa)€E Lm,，f(x)EK[x]。 对 了 Cx) 的 因 元 x*' -0C4》 
一 个 一 个 地 从 Lm, 开始 作 根 式 扩 域 ， 则 得 及 下 列 根 式 扩 域 的 链 : 
K=LCLC" CLn CC 了 mn 
我 们 显然 有 KsCLmn。 又 因为 Lm 是 美的 其 罗 丈 扩 域 ， 故 可 以 议 
Ln, = 天 La]， 
谈 a 对 天 的 极 小 多 项 式 足 9(Cxz)， 则 交 nm 显然 旺 CX)gCx) CKLxJ 
的 分 裂 域 ， 所 以 工 " 是 天 的 伽 罗 瓦 扩 域 。 | 
现在 我 们 可 以 证 明定 理 5.30 中 所 迹 条 件 的 必要 性 了 ， 
定理 5.28 任 取 非常 数 的 多 项 式 f(x) EK[x]。 如 果 f(x) 可 
用 根 式 求解 , 则 GCL/K) 是 可 解 群 ,此 处 荆 是 f(x) 对 的 分 裂 域 。 
证 明 掉包 定 义 5.16， 在 在 一 个 根 式 扩 域 的 链 ; 
天 = 天 CC 天 CC 天 
使 LCK%m， 应 用 上 上面 的 引 理 1， 在 在 另 一 个 根 式 扩 虞 的 渤 ; 
K=LCLC"CL,, 
使 上 KoCLm，L 上 Lm 是 K 的 佑 罗 瓦 扩 域 ,于 是 LCLm。 上 自然 是 帮 
的 佑 罗 巨 扩 域 ， 按 照 合 罗 无 理论 的 共 本 定理 ， 我 们 知道 
GCLn/ KGCLn/ LD {e}, 
GAL/IK)G Ln/ KR) /CCLn/L). 
应 用 定 下 2.22， 我 们 仅 须 证 明 CCLm 天 ?是个 可 解 群 。 
许 次 应 用 估 罗 无 电 论 ， 我 们 得 出 一 个 群 庆 如 下 ; 
GLa /KDGCTLm/ LD OGCLn/Ln) = {e}, 
于 为 iwi 是 上 ;的 要 式 扩 域 ， 所 以 是 合 罗 无 扩 域 ,于 钙 我 们 和 恒 存 
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GC(La/LDP GLn/Lin), 
所 谱 二 六 的 张 询 契 正 规 群 罚 。 共 商 群 形 如 
Gn/LC Ln/La) Ln /Ln), 
出 定点 5.286， 知 GCCLiLi 为 可 解 群 。 于 是 不 难 把 这 个 正 规 群 
列 加 细 为 商 群 集 是 交换 群集 的 一 个 正规 群 列 。 所 以 GC(Lm/K) 是 
可 解 群 。| 
引 理 2 设 S 是 KK 的 扩 域 ， 工 是 S 的 扩 域 ,以 及 存在 K 的 一 个 
根 式 扩 域 的 链 和 S 的 一 个 根 式 扩 域 的 链 如 下 : 
K=SCSCuCSn SS=LCLC"CLn, 
使 ”SCS。，ZLCLn。 则 存在 天 的 一 个 根 式 扩 域 的 链 
K=KCKCuCR, 
便 7 CC 天 
证 明 设 产 是 下 面 的 多 项 式 对 产 -: 的 分 裂 域 : 
fi(x) =xnria 0EGLii。 
合 Ky=5;(7=1,2,.… ,7), Knti 为 fCx) 对 KK 的 分 裂 域 ，…， 
天 ii 为 fi41CX) 对 天 的 分 裂 域 …， Km 是 fm(X) 对 
下 mn 2 的 分 裂 烈 域 。 则 显 然 有 天 Di 
- 下。 
= 天 CCK CC 并 mi 
-地 下 我 们 所 卜 求 的 竹 。 1 

现 我 们 证 表 定 王 5.30 所 这 条 件 的 充分 性 。 

定理 5.29 仔 取 非常 数 的 多 项 式 CX) EKL[x]。 设 工 是 /zx) 
对 天 的 分 型 域 。 如 果 C(C KD 让 可 解 群 ， 则 /xz) 可 以 用 根 式 求 
他 。 

证 明知 时 GCL 天 ) 号 可 解 群 ， 则 存在 一 个 正规 群 若 ， 使 共 
商 群 郊 是 交换 群 ， 把 这 个 正规 伴 询 细 化 以 后 ， 可 以 使 其 商 群 部 是 
循环 群 。 设 此 细 化 后 的 正规 省 列 为 

GCL/RYP HD Hr > Ho= {e}, 
应 用 傣 罗 无 理论 的 上 基本 定理 ， 则 知 与 此 群 列 和 相对 应 的 ， 有 一 个 中 
335 


间 域 的 链 
KCKICKCCK,=1L, . 
共 中 iw 是 Ki 的 合 罗 瓦 扩 域 ， 且 GCKiw/Ki) 钙 循环 知 。 设 Kis 
是 多 项 式 fii1(x) EKi[Lx] 对 臣 ; 的 分 裂 域 ， 根 据 定理 5,27 及 定义 
5.16， 存 在 ;的 一 个 根 式 扩 域 的 链 ， 使 ;41 含 于 此 链 中 的 最 大 
的 或 。 反复 应 用 引 理 2 ， 不 难看 出 ， 存 在 的 一 个 根 式 扩 域 的 链 
K=LCLC" CL, . 

使 [CL1。 于 是， 按照 定义 5,16，f(x) 可 以 用 根 式 求解 。| 

综合 上 面 两 个 定理 ， 江 得 下 面 的 定理 ， 

定理 5.30( 伽 罗 瓦 定理 ) 任 取 非常 数 的 多 项 式 1(x) € K[x]。 
设 /jxz) 对 天 的 分 裂 域 为 工 . 则 jz) 可 以 用 根 喉 求解 的 充 责 条 件 是 ， 
CCL/E) 足 可 解 群 。 

证 明 ”应 用 定理 5.28 及 定理 5.29。 | 

例 17 我 们 应 用 上 而 的 推理 过 程 ， 力 根 式 解 三 次 式 ， 以 导出 
本 节 开 始 所 提 到 的 Cardan 公 式 。 

假设 域 玉 有 三 次 单位 根 “ 瓜 1。 设 oo ,as 都 是 变数 ， 共 初等 
对 称 多 项 式 为 

0 =c+os+c O02=00 + QQ3 + O03 0 = QQ 
在 天 (900502 中 到 下 而 的 多 项 式 

f(r) = TT — 1) = x3— Ox + Ox — 0s, 

我 们 的 日 的 无 韭 是 将 81,02,93 用 5 及 91,02,0s 的 根 式 表 周 。 

易 见 (x) 对 KC91,9,,03) 的 分 裂 域 是 KCai,0,,03)。 量 

GOK(a,03,03)/K (0 ,0,,03)) = Ss 
(请 读者 参 丰 第 三 大 和 4 定理 3.16 后 的 讨论 )。 在 Ss 中 存在 一 正规 
和 群 列 : 
Ss A {e}, 
个 维 看 沪 3; 是 一 个 可 解 拜 与 上 面 的 正规 群 列 相对 应 的 是 下 面 的 
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域 的 链 ， 
K(0.,0s,03) ELCOK(0,0,,03), 
容易 确定 上 上。 事实 上 上，[L:K(C01,0,,03)] =0(Ss 43) =2。 倒 
D= (4 - 0) (0 — 03)(03— 81), 
显然 也 不 是 一 个 对 称 多 项 式 ， 所 以 不 在 K(91,0,0s) 之 中 ,但 DD 
在 4s 作用 下 是 不 变 的 ， 放 DE 工 。 由 此 芭 知 
L=K(0,,0,,0)(D), 
DD 对 AC9,,9s,0,) 的 极 小 多 项 式 是 (参见 第 三 章 例 7) 
gx) =x?*— Di=x?+4030,— 0202 — 18010,03 + 403 + 2702, 
是 可 分 
D=w -400 + 002 +18600:0: 一 403 一 2703 。 


0 = (1,2,3) 以 及 
ay B=a+o(a)s? + oa =a + 0? + a 
姑妈 
(2) o(b) =as tas +toat=B, 
C3) obB)=as+r a to = pe, 


量 然 0 (83)= (0(B))3= p33=Bs, 所 BEL=K(0,,0,,0,)CD).. 
我 pj 体 地 完 出 来 。 出 (1) 式 ， 经 过 计算 ， 大 注意 到 
- +t1/2= ~ (+1/2), 


即 有 pe = 01 ~ C062 30:) + 3(¢ + )D, 
于 是 可 全 


= O13 C00 30) +a(C+1) De, j=0,1,2, 


C4) y=0 +t OC + oOo) = + 0 + OQ, 
[由 
oy) =aa+as Tab = 人 2 
坟 及 o(By) = Pieyet?= By, 
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Ty ,By CK ,0.,0)CD)。 把 7Y,By 具体 地 写 出 来 ， 有 


oO 9 C0,0,- 305) -3(C +4)D, 
By=0?— 30,, 
给 定 8 的 一 个 值 流 后 ， 上 二 式 可 以 确定 7 的 秆 ， 
利 汗 0),(4) 三 式 以 及 下 式 
0 =Q1+Q2 + Qs, 


解 联 空 线性 方程 式 ， 可 以 求 出 aa ,as 的 了 填 如 下 ， 


Qi = 二 (0 + b+Y), 
《7 ) a= 二 01+ Pe? + ye), 


as= C0 +h + 
在 EE 面 所 得 出 的 结果 中 ， 如 果 以 常数 1 ,82,8; 代 替 变 数 a1， : 
oa ,as， 则 相应 地 有 常数 的 5 ,5。 ,6s。 而 (5) 式 显然 给 
f(x) =x -5x2+5x- 0 
人 的 :个 根 。 
如 果 在 f(x) = x3-- 9.x?+ 0ox 一 0s 中， 以 x+ 0/3 代 赫 x ， 则 x* 
项 的 孙 数 变 为 0。 因 此 ， 我 们 不 妨 假 设 4 =0， 以 简化 多 项 式 。 
此 时 ， 我 们 有 
D=w -40 -2702, 


27 3 “一 人 加 1 ] ,一 和 
有 :=<-03+- -3D ( 泪 总 +-， 二 一 -3), 和 
y? = 0 -3 :D, 


位 ) 


] 3.0， 上 36, 上 请 | 
- Fy 讼 本 二 ; 
3 CP 7) Y 2 ] 十 27 y 2 ， 


a， = -+r 2 和 + 


LE 


即 所 i 骨 Cardan 公 

例 18 与 17 类 似 ， 我 们 要 用 根 式 求解 四 式 式 ， 假设 域 中 
有 三 次 本 原单 位 根 及 四 次 本 原单 位 根 i 、 设 01,0,0s,04 都 是 变 
数 ， 其 初等 对 称 多 项 式 为 


0 =ai+as + 二 oa 二 0 


0 = alias + Qi03 + O04 十 0203 十 0204 十 Cs04y 
1 
《1 03 = a1Q203 + 0iG264 + G10304 二 03203040 
b4 = 01020304, 


在 F(61,9,,0s,0.)[x] 中 取 下 面 多 项 式 


-* 
C2) fCx)= TE- 0) =x -0x +0,%: — 0sx + 00 


i=1 

则 f(x) 对 FC9,,9,6s,9,) 的 分 裂 域 是 F(a1,02,0s,0,)， 按照 定理 
3.16 后 面 的 讨论 ， 读 老 不 难看 出 

GCF(a,, Qs,03,04) /FC(0,,0,,0s,04)) = S,, 
在 9 中 存在 下 面 的 正规 群 列 

SbADPKDNED{e), 
其 中 天 ={e,(1,2) (3,4)，(1,3) (2,4), (1,4) (2,3)},N ={e, 
(1,2)(3,4)}。 由 此 立 得 ?94 是 一 个 可 解 群 。 与 上 面 的 正规 群 列 要 
对 应 的 ， 是 下 面 的 域 的 链 : 
FO0,,0,,03,0) CLCLCL CP a ,0 ,0,0). 
显然 ，[L: (C0.,0,,03,0.)]=[LS4:K]1=6， 故 
GOLs/F C0, ,0,,0,,0)) 

是 循环 群 。 所 以 我 们 可 以 中 过 已 ， 让 接 求 凡 Ls。 分 


(3) 有 =aias + Qa pb; =oias + 0,04, Ps = QQ + Qs0;, 
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则 在 捕 衬 用 下 ， ,8 ,8 缘 不 变 ， 所 以 有 82 ,8 EL 而 > 作用 
存 集合 {Bi.B,,Ps} 上， 成 为 {B14,B2,Bs} 的 变换 群 59， 所 以 
3 


《4) g(x)= Tc 一 有 有 


=xa-(B,+p +B)x: + (BB,+ BBs+h,Bs)x 
— PBBs 
是 FC9,94,9s,9)5x] 中 的 元 素 , 于 是 C91,02,9s,00[B1,8a,B] 是 
.9(《x) 对 F (61,0s,0s,84) 的 个 裂 域 ， 以 及 
LFC0, ,0,,03,0)5B, ,Ba,Bs]:F (0 ,0,03,0) 1>6, 
如 此 ， 我 们 得 ZL = FC0,,0,,0s,0,)[B,,B,B31， 经 计算 后 ， 得 出 
(5) g(x) =x3— Ox? + (C003— 40)x— 060 ~ 40) -03。 
罚 例 17 的 方法 ， 我 们 可 以 解 G) 式 ， 求 肘 B1 ,P,P 
我 们 页 用 有 ,Pa ,Bs 的 值 去 求解 01 ,8,03,04。 引入 
yi1=2(4 +02) -0 =01+02 -Qs— 
6) ya=2(a +03) ~ 0 =0 -0 +0 0 
ys=2C0 +0) -0 =0 ~ 0- 0s +0 
任 取 go EK， 不 难看 几 0 《yj) = + =112;3)。 所 以 YELs。 强 ， 
-计算 ， 有 


vf =07 -40, +4B,, 
(7) y2 =03 ~ 40, + 4p2, 
y3 =03 ~40, + 4B;, 
-以 及 
(8) yiyayas = 80s ~ 40.0, + 9, 


竹 取 ,YY2;Y3 适 合 (7) 与 (8) 民 ， 则 Qa3, 02, 03,04 可 以 写 开 如下， 


aa = (A = 了 C0 + YL— YY2—Y3)» 
<9) 
1 
Qs = +y2— ya3), 4 = 本 (人 一生 一 yz 十 ys。 
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在 例 19 中 ， 我 们 将 给 出 一 个 不 能 月 根 式 求解 的 有 理 系 数 的 瑟 
次 方程 的 例子 。 按 照 定理 5.30， 仪 顷 证 明基 分 强 研 的 自 辐 构 群 
GCCL7Q) 不 是 可 解 群 。 为 此 ， 我 们 需要 下 面 的 引 理 。 

5 到 5 设 p 足 一 个 素数 ，GCG 是 Sp 的 一 个 子 群 。 如 采 C 是 
传递 的 〈 即 任 给 1,7€ {1;2;…;P}， 则 存在 9 CE G， 使 0 CD) = 站， 
以 及 有 一 对 换 (K, EG， 由 G = Sp。 

证 明 ”我 们 在 {1, 2,…,pjy 中 定义 一 个 关系 “~ 


i~j<>(i,) EGC, 
显然 ， 我 们 有 i~i， 以 及 i~1 一 这 7~!。 又 如 果 有 
1 一 轧 j~k, 
则 CG, = 0, KG,70, REG, 


故 i~k。 于 是 ，“~” 是 一 个 等 价 关 系 , 分 
E(1) = {7: 7 中 
即 i 所 在 的 等 价 类 。 对 cE G， 考 虚 o 在 E(1) 上 的 作用 。 不 难看 出 
olE(i))CECOGQ))、 事实 上 ， 设 i EECQ)， 即 G7)ECG， 则 
(0(),0())=0° (0, 01EG, 
即 0()E ECo(i))。 同样 地 ，o7M《E(C0(0)))CEQG)， 且 显然 
071o 0 与 9。0o-! 分 别 为 E(i) 及 E(o(i)) 上 的 恒 竺 映射， 所 以 Ei) 
与 ECo(i)) 基 数 相同 。 而 G 是 传递 的 ， 所 以 所 有 等 价 子 集 (1) 
(i=1,2,…,p) 的 基数 都 相同 。 但 集合 {1, 2,…,P} 的 基 数 为 素数 
Pp ， 所 以 (的 基数 只 能 是 1 或 p7。 注意 到 对 换 (K, EG， 即 
EC 的 基数 至 少 为 2 ， 立 得 等 价 子 集 的 基数 为 p， 即 只 有 一 个 
等 价 子 集 。 于 是 
(DEG, Vi,i=1,2,,p, 
让 月 定理 2.23， 了 得 本 定理 。 | 
俩 19 巧 们 党 一 个 不 能 用 模式 求解 的 在 : 欢 方 程 的 网 子 。 分 
fx) =2x5— 10xX 7, 
设 上 为 1C?) 村 的 分 异 起 。 我们 要 还 态 GCL/Q) = Ss。 如 此 ， 根 
据 定 理 2.27， 55 不 是 可 解 登 ， 菇 恨 拓 定理 5.30， 期 知 帮 xz) 不 能 用 
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展 他 求解 。 
应 用 爱 森 斯 济济 别 定理 ， 联 p = 5， 则 还 入 XCxX) 是 Q[xJ] 中 的 
不 可 约 多 项 式 。 在 CT Ee, 分 


5 


f/x) 三 2 Tc 一 Qj), 


则 疝 /OL Cy 1=1,2,…,5)。 把 
1 在 QLaijLx] 内 分 解 成 素 元 的 乘积 之 后 ， 丰 难看 出 ，01j 可 
以 这 区 地 扩张 成 由 也 狼 C 的 和 同 构 。 然 而 工 是 Q 的 优 罗 瓦 扩 域 ， 
应 月 定理 5,24， 即 知 cij 是 上 的 Q 自 同 移 这 样 ， 我 们 十 明了 
CC QD 作用 在 {1,2,3,4,5} 上 是 传递 的 ， 


y 我 们 要 证 明 f(x) 有 三 个 
(~1,13) 实 很 及 两 个 非 实 祖 。 应 用 初 
A 竺 微 积分 学 的 作 图 法 ， 邑 可 
AN 得 到 图 5.4。 请 注意 ， 
| lim f(x) = co， 
| L di /C= 
| ~ 显然 可 网，7( 有 有 三 个 
| | 实 航 ， 设 0 + 让 是 1 (x) 的 另 
| 一 1 0 \ ~ 外 一 个 盘 ， 此 处 a,BER, 则 
| LV 在 和 其 略 的 作用 下 ， 
| a+Ppi=a-Pi, 
| . 0= f(a +Pi)= /f(a +Hi) 
[i 5.4 =/(2- pi， 
所 以 ax- 有 ii 是 /1Gxz) 的 妈 后 一 个 根 。 
复 懂 域 C 的 世 力 ， 人 用 在 域 上 上 上， 自然 是 的 一 个 Q 肖 同 


构 ， 扬 应 是 GCL/Q) 宙 的 一 个 元 过 。 它 在 A(x) 的 五 个 根 上 的 作用 
起 使 臣 中 两 个 根 对 换 ， 即 是 Ss 中 的 一 个 对 换 。 又 前 王 已 经 证 明 扩 
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GCL/Q)CSs 是 仿 省 和 的， 根据 组 理 3，G(L/RQ)=5;， 而 Ss 不 古 
可 解 群 ， 于 是 1(X) 的 入 不 胡 月 根 咏 解 出 ， 
习 题 
1。 设 p 是 不 笑 于 域 芒 的 等 征 的 来 数 ，4 CK， 评 明 x? 一 a 点 
者 在 太 [x] 内 不 可 约 ， 或 者 有 一 根 忆 于 K， 

2. 设 x? -a(p 为 素数 ,4E Q@) 在 Q[L*] 内 不 可 约 , 证 明 筷 对 Q 
的 伽 罗 瓦 群 ( 即 其 分 裂 域 在 Q 上 的 匣 罗 瓦 群 ) 同 构 于 QZVPQ 上 形 如 
ym ky+l (KE0) 

的 变换 所 组 成 的 变换 群 。 
3。 设 己 是 特征 为 0 的 域 ， 己 是 六 -1CDP 为 索 数 ) 在 工 上 上 的 
分 裂 域 ， 证 明 可 嵌入 一 个 域 芒 ， 使 有 一 串 下 的 扩 域 链 ， 
F=FCFCuCF,=K 
其 中 Finy=Fi(di),， 而 41!'=4;€ Fi 目 包 命 在 的 一个 分 型 
域 中 ， 共 中 n; 为 素数 ， 
4. 在 上 题 中 ， 设 P=Q，”p 分别 是 5 及 7， 试 求 出 所 需要 
的 尸 天 及 中 间 子 域 链 。 
5。 设 关 是 域 ，u ,un 是 上 上 超越 元 证明 多 项 式 
fx) = + 
在 域 玉 (ty,…, Un) 是 可 离 的 ， 且 它 对 (41,…, Ur) 的 伯 罗 无 群 契 
S 


ne 


6。 试 判断 大 -3x+1=0 能 否 用 根 式 求解 。 


s$8 域 多 项 式 及 判别 式 


设 上 是 的 有 限 扩 域 ， 则 上 可 看 成 一 有 限 维 的 KK 出 重 罕 间 ， 
工 = BKw;。 任 给 4E€1L， 用 乘法 定义 工 的 一 个 线性 变换 4 各 下 ， 


A(a) =a0, a€L, 


令 awi= Dyaijwi, aijEK, 
则 元 素 4 唯一 地 对 应 着 一 个 线性 变换 4 以 及 其 天 阵 [ai 门 。 这 样 ， 
我 们 可 以 引用 线性 代数 的 定理 来 讨论 代数 扩 域 。 

定义 5.17 符号 如 上 . 称 4 的 尾 征 多 项 式 det(x1 -4) 为 4 的 
域 多 项 式 ， 这 里 4 =[a;ji]， 

讨论 ”1) aa 的 域 多 项 式 的 次 数 等 于 [了 :天 ]。 此 域 多 项 式 显 
然 是 由 a, 上 , 尺 三 者 决定 的 ， 如 果 有 混淆 的 可 能 性 ， 我 们 将 标明 了 上 
及 K， 

2) 我 们 显然 有 


< 


于 是 ，detCa] -4) =0， 也 即 。 是 它 的 域 多 项 式 的 一 个 根 . 

3) a 的 域 多 项 式 显然 是 与 相 元 集 {wi} 的 选取 无 关 的 。 】 

我 们 要 证 明 下 面 的 定理 。 

定理 5.31 合 4 的 域 多 项 式 为 F(x)， 极 小 多 项 式 为 1(x)。 
则 有 

1) 如 果 上 =K[5aJ]， 则 F(x) = f(x); 

2) 合 m=[L:KTa]]， 则 FCx) = 了 x)"。 

证 明 1) 应 用 上 面 的 讨论 2)， 并 得 


f(x)1F (x), 


又 因为 1Cx) 与 F(x) 都 是 首 一 多 项 式 ， 且 deg 1《x) =deg 了 (x)， 所 
以 必 有 f(x) = 了 (Xx)。 
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即 


2) 分 [Kf[a]:K]=s, 则 {a?=1,4,02, 5354 是 不 Fe 人 天 
的 一 组 基 , 令 { 人 ia m 是 工 对 天 La] 了 的- -组 共 ， 得 


{1 x vi, avi, ee, a LX V2 os a ys, ,1 x Vm, aim) 
是 工 对 天 的 一 组 基 。 含 
R;= Kv, DKaviD"“DBKa' Ty, t= 1,2, ,mn 


则 Ri 是 在 4 作用 下 的 不 变 子 空间 , 而 且 4 对 Ri; 的 特征 多 项 式 是 一 
样 的 CVi= 1,2,…,m)。 不 妨 售 v. = 1。 由 1) 邵 知 ，4 对 Ri 的 特征 
多 项 式 即 是 4 对 的 极 小 多 项 式 1(x)。 于 是 立 得 f(x) = 7 1 
就 像 在 一 般 的 线性 代数 理论 中 一 样 ， 介 4 对 应 的 矩阵 为 
A=[aiilnxn, 
我 们 定义 “ 壕 ” 和 “ 范 数 ”如 下 ， 


定义 5.18 4 的 迹 定 义 为 Trzrr(a = 》)an; 4 的 范 数 定义 
为 Norg(e) = det 4。 也 即 ， 如 果 a 的 域 多 项 式 为 


F(X) = Xr +aXTl + + an, 
则 有 


Trijg(0) = ~ a NijxCa) = (~ 1)"an, 
定理 5.32 Trzjg: 工 一 天 是 一 个 天 线性 了 映射， Njjx: LL 一 KK 
是 一 个 积 性 上 映射 ( 即 Nij/xC45) = NzrgCa)Nzrg(C), 我 们 还 有 , 任 
取 KEK， 则 Tryj/xCK) =nk，NiyxCK) =&"， 此 处 2 =[L:K] 
证 明 显然 ，|] 
例 20” 设 4€ Q, 4 不 是 一 个 有 理 数 的 焉 方 .考虑 QC 4 ) 汪 8、 
命 Wi=1，ws=vV@。 任 取 4,bE Q， 则 有 
Cath/ a)x1l=ax1lth/ ad, 
(a+bv/ a ad =bdx1+t+av d, 


A “a b 
1] =| ,| 


共 晨 征 多 项 式 为 


~ x-a 一 忆 


det | |= CG- 0 -bd= 2a 二 《282 — b2d), 


hd rr 一 CQ 


-二 .FL 
2 


Trlatrb /dad)=2a0=(0 + a) + bd), 
Nlarbv a)=a-bd=(arb/ aaa-bvd). | 

我 们 有 下 面 的 关于 一 组 基 的 判别 式 的 定义 。 

定义 5.19 设 {w, WwW,, “ey Wn} 是 对 KK 的 一 组 基 。 则 {wi， WwW,, 
pn 的 判别 式 定 义 为 

Dis{w,, Wy, *** wn} 二 det[LTrzrg(Oi * wi) |], 
讨论 ”如果 (to 22， :2 人 是 工 对 天 的 另 一 组 基 ， 兮 
Ww’ = it B=[bi)],xs 

则 不 难 算出 


Dis{wi, too, "0, wh} = Dis{twi, wa, yn det BY?, 


显然 ， 基 的 判别 式 依赖 于 基 的 选取 。 可 是 ， 因 为 det 6 于 0 ,所 以 ， 
只 要 某 一 组 基 的 判别 式 为 雾 ， 则 所 有 基 的 判 别 式 就 都 为 腹 。 这 
就 是 说 ， 基 的 判别 式 是否 竺 于 需 ， 则 是 扩 域 二 的 竹 质 了 。 1 

我 们 有 下 面 的 定理 ， 

定理 5.33 Dis{wi, wa,…, wn} 夺 0 专访 上 是 上 的 可 离 扩 域 . 

证 明 ”一 >。 参考 定理 5.20， 介 Ki 为 上 在 上 中 的 可 离 代数 
闭 包 如 果 太太 L， 则 有 

LL:KiI=p', a€L\Ki =—>a’ GEKi。 
共 中 了 为 域 工 的 排 征 ， 1 达 1。 任 取 BEL， 倒 它 对 的 航 小 多 项 
式 为 1/(x)， 如 果 BELNKi, 设 Br'EKi, 但 B*' EK;, 册 tl1， 
x? "一 Br "在 Ki[x] 中 不 可 约 。 再 设 B8* 对 的 极 小 多 项 虑 为 gC7)， 
则 有 
/Cx) = gx?), 
346 


分 f= LKLEP]I， 虹 的 城 多 项 式 为 
FX) = /7)’ = 9 ) = Xr +0XX T+, 
让 Tr x(p)=0. 
小 6 人 E 天 7， 仿 r7 =[Ki:K[B1]， 则 
CL: KEBJJ= CL:KRIICK?: KEBI]=r’p', 
于 是 
FI = fx ? = FFCz8 =2T0XXITL Te 
所 以 同样 得 出 Trrj kx《8) =0。 于 是 Triyk(wWiwi) = 0， 即 有 
Dis(w,, W,, 0 Wn) = 0。 
< 一 .了 工 是 下 的 单 扩 城 。 合 工 = KEeJ， 则 {1, war- 器 趾 
的 一 织 基 。 全 a 的 极 小 多 项 式 为 1(x)， 则 a 的 域 多 项 式 F(x) = 
fCx)。 任 取 工 的 一 个 代数 闭 包 2。 设 /在 2[xJ 由 分解 为 
fCx) = {TTC -ei), 01=0Q, 
寺中 ci 入 05 二 7 门 。 盟 吕 


Try, k(0) 


由 
\ 
ws 
Q 
~ 
器 
Le 
be 
r 
ey 
~ 
Ey 
> 
1} 
RQ 
及 


[ 1 1 1 | | CQ QT 

， nl 
dct C2 On cet | 1 02 C2 

1 GI QT! ww arl | 1 an aa 1 


= J Léa -ci)2zs0。 | 


i>t 
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习 题 


1 设 关 是 Q@ 的 有 限 代 数 扩 域 ， 问 
Trgo: K-»-Q 


是 否 总 是 注射 ? 
Ngjo: K—Q 
是 否 总 是 满 射 ? 
2.。 设 是 基 的 4 次 扩 域 ,上 =K(a), 设 a 在 KK 上 的 极 小 多 
项 式 A(x) 的 根 为 @1 =0,0s,…,0s。 对 工 中 任 一 元 业 8 ， 我 们 有 ， 


P=aotaQt ee +an_ la" 1 (a;EK), 


分 PBi=aot+amt +an ol, 
i 正切 Tri rb = D8i, Nxrb = IT Bi, 
i=l i=] 


3， 设 是 K 的 n 浆 扩 城 ， 而 CL 对 KK 的 极 小 多 项 式 设 为 
g(xX) =X" +h XxX" lt + bm, 
全 7= n/m。 证 盟 
Tri/kB= -rb, Nr/xrB=(~1)"b’. 
4， 设 a 是 如 -2=0 的 一 个 根 ， KK=Q(a). 分 B=~]+a- 
202。 试 求 TrgjeB 与 Ngjop, 
5。 设 a 是 如 -2x+2=0 的 一 个 根 ， 售 上 =Q(Ca)，it 求 


Dis(1,0,0), 
6。 设 D 是 一 个 无 平方 因子 的 整数 ，K = QCwD)， 涝 求 
Dis(1,wD). 


7.。 设 上 是 域 K 的 nn 次 伽 罗 无 扩 域 ， 其 伽 罗 瓦 群 G 是 由 0 让 
成 的 循环 群 ， 证 明 对 4EL，Nzjgu=1 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 
vEL， 使 4=v/o(v). 

8.。 设 工 古 域 KK 的 4 次 伯 罗 瓦 扩 域 , 其 伽 罗 瓦 群 G 是 山 o 生 
成 的 循环 群 ， 设 4EZL，Trzvzd=0， 证 明 存 在 cEZL， 使 

d=0-0Cc)。 
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9. 设 工 是 有 限 域 ， 关 是 工 的 子 域 ， 证 时 映射 


Nx: L—K 
是 工 到 天 的 注射 。 
39 超越 扩张 
我 们 在 讨论 域 的 基数 时 ， 佑 道 复 数 城 C 中 有 许多 对 QQ 的 超 
越 元 。 换 车 之 ,C 不 起 的 代数 扩 域 ， 六 守之 , 企 给 扩 域 世 二 到 ， 


则 亏 不 一 定 是 天 的 代数 扩 域 。 如 果 工 不 是 天 的 代数 扩 域 ， 则 称 志 
是 五 的 超越 扩 域 。 
定义 5.20 1) 误 {xzrjcCZL， 如 有 果 它 的 任意 在 限 子 焦 品 是 对 天 
代数 无 关 的 ， 即 不 适合 系数 在 下 中 的 任何 非 腊 的 多 元 多 项 式 ， 则 
称 {x 计 是 一 个 超越 集 。 
2) 如 果 工 有 一 超越 集 {xi}， 使 工 = 天 ({2))， 则 称 工 是 天 的 
纯 超越 扩 域 , 
我 们 有 下 面 的 有 趣 的 定理 ， 
定理 5.34CLiiroth 定理 ) 设 有 K(x) 导 L 寻 ,此 处 %* 是 超越 
。 则 必 存 在 超越 元 y， 使 上 = K(y)， 
证 明 任 了 下 4(x) EL\K， 设 


CD = 区， rer) ,s(x) EKLA], 


分 2 为 一 变数 ， 则 * 显然 适合 下 面 的 方程 式 ， 
a(Z) ~ a(x) =0, 

即 r(Z)— a(x)s(Z) = 0, 
此 式 左 端 显 然 是 二 中 的 多 项 式 ， 改 ZLx] 是 工 的 代数 扩 域 ， 且 
KCx) =LGx)。 合 型 =[KG)7。 再 变 x 对 工 的 极 小 多 项 式 
J1(C2Z)EZLLIZ] AT 型 的 形式: 

f(2)=2L" 40 (XL T+ + am(X), 
蕉 中 Qi(X) = (二 /ix7OICTD) CRCLxX1, 
经 党 姓 、 洽 去 上 式 的 公分 央 以 后 ， 得 


Hl 
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(17 h(x,2)= hx)Z" + h CXIL"1+ + hn(x), 
其 中 
JiCD EK hi (Ch h(x)) = 
[iC%) € [xi1., Qi(X) 二 hx) ? ( oCX) ,es m(X)) 一 (1), 


显然 必 有 某 91CXD) 蕊 KK( 否 则 x 是 对 下 的 代数 元 ). 售 J = ai(xz) 世 六。 


hx) aCx) - 
= RY 7 BCxX)’ a(x) ,bx E KTx], Ca(x) ,bX)) = (1), 
全 然 了 也 适合 下 式 : 

(2) ACx,2) = bx)a(2Z) - ax)5CZ) = 0。 


注意 到 h(x,2)/holx) =f(2) ELLZ], ACx ,2Z)/L(x) ELLZ1] ， 
两 者 有 有 公 根 三。 测 f 《之 在 LLZ]J 中 不 林 约 ， 故 
fC2)1ACx,2)/b(x), 

即 人 存在 4C2) ELL2J，、 使 得 
4AGe2D = Ih 2), 

将 (bx)/hoCx))q《Z》 直 作 C(x)[2] 中 的 元 素 ， 它 可 浊 示 为 
DD) ， 

关中 大 (x) EKCx)，r(2Z) 是 KLxjLZJ 中 的 本 原 多 项 式 ， 于 让 有 
ACx,2) = Cr (ZX, 2), 

由 于 ACK 2) ,7C2) ,以 及 h(x,2Z) 攻 是 KL[x]L2] 中 的 本 原 多 项 式 ， 
应 肝癌 斯 引 理 ， 基 知 及 (x) EX， 质 以 KCxX)rLZIE KixJLZJ。 信 
B(x,2) =k(x)r(Z), 

则 有 KCxJLZJ 内 的 等 区 
(3) Alx,2Z) =B(x,Z2)h(x,2). 
全 n=degzh(x,Z)。 则 


n= sup(degzhi(x))>sup(degzal*) degrblX)) 
>degr AC(X ,2), 
比 氏 (3) 开 画 锅 了 的 天 数 ， 我 们 也 得 
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degzB(x,Z) = 0。 
现在 说 明 B(x ,2) 是 一 个 常数 ， 即 degzB(x,2) = 0。 假若 不 然 ， 
则 ACx,Z) 有 一 个 因 元 CC(2)。 考虑 (2) 式 ， 对 换 x ,ZZ， 则 知 
A(x,Z) 有 因 元 C(x), 又 沽 虑 (3) 式 , h(x,Z) 是 KK[xJ[2Z] 的 本 原 
多 项 式 ， 所 以 CCx) 必 是 B(x,Z) 的 因 元 ， 与 前面 的 结果 
GegiB(x,Z2)=0 
相 了 矛盾 。 
总 结 前 述 ， 我 们 得 到 BCx,Z) = 8B8EK， 也 即 
A(x,2) = Beh(x,Z). 
于 是 站 得 下 面 的 数值 关系 式 : 
degs A(X,2) = degzrh(x,Z)=1, 
degz A(X,Z) = degzh(x,2)=, 
办 然 , degrsA(x,2)=degzACx,2Z)， 束 n=m。 而 y=4a(x)/L(X)， 
丰 KL)[5Zj 中 的 不 可 约 多 项 式 
ACx,Z) 
bx) 
以 2=x 为 和 根 。 此 多 项 式 对 Z 的 次 数 为 n= 由 K(y)CCL， 即 知 
m=[K(x): LICKECX) :KC(Y) = m, 
Yi L=K(y). 1 
例 21 一 个 不 可 约 代数 曲线 1(x,y) =0 称 为 有 理 代 数 曲 线 ， 
如 在 在 在 参数 式 
x=a(t), y=B(t), a(t) ,Pt) EKCE), 
使 得 fCa( 引 ,BC))=0。. 命 为 [x,yJ/CCx,y)) 的 比 域 ， 应 用 
上 而 的 Euroth 定理 (参看 本 节 习 题 7)， 则 立 得 
L=K(i’), 
共 记 为 上 抱 中 一 适当 的 超越 元 。 
我 们 把 上 面 的 道理 应 用 到 积分 学 上 ， 求 下 面 的 积分 


jreees bsin 6)d0 , 


= a(Z) — yb(Z) 
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全 =sin J，y=cos 0， 则 x*,y 适 合 下 式 
xX2+ y=1, 


此 式 定义 的 是 单位 
圆 ， 我 们 来 求 > y 
以 点 (0,1) 为 投影 
中 心 , 作 图 5.5 所 未 
的 投影 ， 则 不 难 算 


出 
-2 
“下 FT 
-1 
+1* 
易 知 
图 5.5 ] 
d0 = dx， 
y 
故 
2—2t2 
dx = dt 


代入 原 积 分 式 ， 即 得 
[res 0,cos 0) d0 = [acd ， 


共 中 9() 为 土 的 有 理 画 数 。 于 是 ， 三 角 画 数 的 积分 就 归结 成 有 理 
画 数 的 积分 了 。 

例 22 ”并 不 是 所 有 的 代数 曲线 都 是 有 理 代数 曲线 。 我 们 举 一 
例 说 明之 . 含 和 + 思 -1TECLx 殷 ， 此 处 ”>>2。 我 们 要 证 明 ,这 
\ 是 一 个 有 理 代数 曲线 ， 

假设 有 


f it 
«= y = alt) ,bt) ,elt) ,dt) ECLL], 


使 得 
n yr 
Re 十 了 -1=0, 
通 分 ， 浓 去 公 因 元 之 后 ， 立 得 
(1) f(t)" + gt)" = h(t)", 

其 中 f(2) ,g(t) DECL Cf C0) ,900) ,ht)) = (C1), 县 fC2), 
2 (CD ,和 (四 中 最 少 有 一 个 不 是 常数 。 我 们 要 说 明 这 是 不 可 龙 的 ， 
假若 有 三 个 多 项 式 满 足 上 述 条 件 ， 我 们 无 妨 假 定 (1? 式 中 的 /9 ， 
39(5 ,h(t) 的 最 高 次 数 

max{deg f(x),deg g(x), deg h(x)} 
是 所 有 满足 上 述 条 件 的 三 个 多 项 式 的 最 高 次数 中 的 最 小 者 。 因 为 
C 中 含有 - 工 的 次 方 根 ， 所 以 又 不 妨 设 

deg h(x)>deg f(x) ,deg gCx), 
分 为 n 次 单位 根 ， 则 (1) 式 可 改写 成 


(2) TI +w'g0)) =h0):. 


由 对 f(D)+wig(t) 与 1Q) +w'g(t) (i 不 7) 的 公 因 元 必 是 1(1) 与 
gb 的 公 因 元 ， 因 此 也 是 A 电 的 因 元 ， 所 以 /GD +oig(Cb 与 
f(t) +w'9(i) 必 互 素 。 合 

C3) ft) + Oo) =h(t), 1=1,2,°",n, 


则 (人 ti = (1) 《主力 ,又 有 开启 (0 = h(i)"， 玖 必 有 


i=] 
《47 AitD=oiiD"， ai(DECIO。 
将 (4) 式 代 天 (3) 式 ， 由 对 应 于 i=1,2,3 的 三 个 式 子 中 清 去 f(x)， 
g(xz)， 我 们 让 得 
EiQi(t) "+ E202(t)" = E303(1)", 
其 中 6182,E3EC, 全 有 (= 必 2ioi( G=1,2,3)， 则 
BCG)" + alti)" = Palt)". 
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显然 有 
max{deg P(t) ,deg P(t) ,deg 10) 
<max{deg f(t),deg g(t) ,deg h(t)}. 

又 由 (3) 式 不 难看 出 hi(t)Ci=1,2,…,n) 中 最 多 只 能 有 一 个 是 
数 ， 故 8 (5 ,Ba(t) ,Pa(t) 不 双 是 常数 。 这 与 我 们 开始 时 对 1， 
9(1) ,h(t) 的 假设 相 予 盾 。 

讨论 Liiroth 定理 能 不 能 推广 到 二 元 或 多 元 的 情形 ? 我 们 现 
在 所 知道 的 有 : 

Zariski-Casteljnuovo 定理 是 特征 为 老 的 代数 封闭 域 ， 
则 任何 Ke 四 于 以 大 -co 站 (477 ,此 处 4，7 
丰 代 数 无 关 的 。 

如 果 上 的 特征 不 是 零 时 ， 则 有 反例 。 双 在 三 元 时 ， 类 似 的 结 
果 基 不 成 立 , 也 有 反例 (如 Cleimens-Griffiths,， Iskovskiv-Manin ， 
M .Artin-Mumford 等 的 反例 )。 

以 下 我 们 讨论 上 对 KK 的 “超越 浆 数 ”。 这 与 关于 向 量 空间 的 
维 数 的 讨论 是 很 相像 的 。 从 更 高 一 层 的 抽象 来 看 ， 两 者 是 完 至 一 

定义 5.21 给 定 上 的 一 个 子 集 {x;}。 如 果 虐 是 K(xi)) 的 代 
数 扩 域 ， 则 称 {xi} 是 上 的 生成 集 , 

定义 5.22 如 果 {xi}CL 是 对 下 的 一 个 超 咸 集 ， 又 是 一 个 上 生 
成 集 ， 则 称 {Xj} 为 上 对 K 的 超越 蔚 ， 

讨论 在 向 量 空间 中 ， 与 这 里 “代数 无 关 ”( 超 越 集 的 定义 
5.19 中 》)、“KC{x1})”、“ 超 越 基 ” 相 对 应 的 分 别 是 “线性 无 关 ”、 
“{Xij} 生 成 的 子 空间 ”、“ 基 ，。| 

如 同 在 向 量 实 间 的 讨论 中 一 样 ， 我 们 考虑 下 面 这 个 简单 的 情 
形 。 

定理 5.35 设 {xaxa xzoj 是 工 对 天 的 一 个 超越 菇 。 又 设 
{3 和 是 工 对 一 的 另 一 个 超越 基 ， 则 { 妇 } 有 7 个 元 素 ， 

证 明 证 法 与 向 量 空间 讨论 维 数 时 所 用 的 “替换 ”方法 是 一 


354 


拌 的 。 任 到 咏 ， 则 妇 是 对 攻 (x1,"… xm) 的 代数 元 .于 是 存在 系数 
取 自 才 的 n+rl 元 非 零 多 项 式 上， 使 
f x1 Xn,yi) =0， 
在 此 多 项 式 中 ， 必 有 一 个 x 出现， 我 们 要 用 y; 殖 换 *;， 即 证 明 
他 
也 是 超越 基 。 证 法 如 下 : 

1) 先 证 工 是 KCx2 X19Xi519 92229 让 的 代数 扩 域 ， 班 
实 上 ， 工 是 Cx,… ,Xn,5)) 的 代数 扩 域 ， K(x)Xny 引 又 是 
K(X ,Kil Xit1s "Xn ryi) 的 代数 扩 域 ， 所 以 1) 得 证 ， 

2) 再 证 {z xyz yxny 是 超越 集 。 假若 不 然 , 设 


DCX1 ,Kl 和 1 ;97 =0， 


自然 ，y) 必然 出 现 ， 于 是 工 是 天 (zy2i417 xn 的 代数 
扩 域 ,也 即 Xt 是 对 K(X MX ,xz) 的 代数 元 ; 立 得 {xX1, 
心 ,Xnj} 不 是 超越 集 ，。 

建立 了 上 述 的 亲 换 方法 后 ， 我 们 取 刀 款 换 xi ,不 妨 设 i=1。 
于 是 { Ya ,Xnj} 是 一 个 超越 集 。 我 们 再 用 纺 替换 {91 ,Xs,*…， 
xn} 的 元 素 时 ， 考 虑 方程 式 

fy Xa" sn ,Y2) 二 0. 
比 式 中 必 含 有 二 ;xa 之 一 (否则 了 成 为 如 与 如 适合 的 多 项 式 
了 ， 这 与 刀 ;,y 代数 无 关 相 矛盾 )。 因 此 我 们 可 以 用 ys 蔡 换 某 个 
xnCk 实 2)， 不 妨 即 设 Kk=2。 反 复 如 此 作 下 去 ， 江 得 
n= {Xi1} 的 基数 之 {Jy 让 的 林 数 ， 

于 是 二 者 必然 相等，| 

讨论 ”在 一 般 博 形 下 ， 上 的 任何 两 个 超越 基 帮 有 和 相同 的 此 
数 ， 共 证 法 不 难 ， 内 是 较 繁 而 已 。 所 以 本 书 不 引入 ， 

定义 5.23 工 对 的 超越 次 数 定义 为 超越 基 的 基数 ， 用 符 叶 
tr deg《L/K) 关 示 之 。 
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习 题 
1.。 设 工 足 天 的 扩 域 ， 开 CC PFC。 如 果 
trdeg(F/K)=s, trdeg(L/F)=t, 
证 明 tr degCL/K)=s+i 
2， 设 丰 xz) 是 的 昔 超 越 扩张 ,5EKCz。 证 轨 Cx) = KCu》 
的 充 要 条件 是 


ax+b 
Toxtd’ 


3。 设 KCX) 是 的 单 超越 扩张 nn 是 正 整 数 。 证 明 存 在 
KCx) 的 nn 次 扩 域 KK， 使 KK 对 仍 为 单 超越 扩张 
4。 设 太 是 城 ，f (x) ,g(x) EKk[x], deg f(x) =m, deg g(x) 
。 双 设 K() 是 的 一 单 超越 扩 张 ， 合 2= 了 Cu)，B=g(w)。 
证 明 c, 8 满足 一 个 对 4 为 n 次 ， 对 PB 为 mm 次 的 方程 式 。 
5， 设 工 是 域 下 的 扩 域 ， 五 ,Es 是 两 个 中 间 域 ,证 明 ， 
tr deg (EEa/K)>tr deg(Ei/K) (i=1,2), 
tr deg (ElE,/K)<tr deg(E/K) + tr degCE,/K)., 
6, 设 ” 是 复数 C 对 @ 的 超越 基 ， 证 明 S 有 是 无 限 集 。 
7。 设 /zx, 力 是 天 [2 四 的 不 可 分 解 元 ， 并 且 存 在 Q(t)， 
py Ek, 使 得 fCal2) ,BCD)=0。 定 义 K[x, 妇 到 KG) 的 
喘 射 


a,b,c,dE€EK, ad -pc 区 0。 


92 g(x,Y) mm galt) ,PO )., 
证 纪 5 可 自 册 太 Lx ,yjJ/CCx, 办 ) 到 KC 的 环 单 妖 ， 从 曾 推 知 
KLx ,yj/C CX ,四 ) 的 比 域 工 可 以 诬 入 下 习作 为 共 子 越 ， 


附录 自然 数 的 皮 诺 公理 系 


自然 数 0 ，1，2 ,是 人 们 早已 邹 知 的 ,但 由 于 它 在 数学 中 起 
着 重要 的 作用 ， 我 们 有 必要 从 逻辑 上 给 出 它 的 严格 定义 。 和 在 这 个 
附录 中 ， 我 们 介绍 一 下 皮 诺 (Peano) 的 自然 数 公 理 体 条 。 

定义 ”设计 是 一 非 实 集合 ,而且 l 

1) 在 碎 内 存在 一 个 特定 元 素 ， 记 作 0， 

2) 存在 碎 到 自身 的 一 个 映射 记 作 n 己 n+, 称 为 后 继 映 
射 ， 侦 下 面 三 条 公理 涉足 ， 

《a) ”对 任意 nEN，nt 半 0， 

(Cb) nnt 是 一 个 音 寻 ， 

(ce) 《归纳 公理 ) 的 一 个 子 集 了 如 具备 如 下 条 件 ; 

i) 0E€ET, 

ii 若 nET， 则 n+E7T， 那 么 ， 必 定 有 了 = NV， 
此 时 ， 称 丸 是 一 个 自然 数 沙 ，W 内 的 元 素 称 为 自然 数 。 

从 自然 数 柔 定义 中 的 归纳 公理 ， 我 们 立 得 如 下 重要 的 原理 。 

第 一 归纳 原理 ”如果 每 个 自然 数 7 祁 对 应 于 共 个 命题 ECn)。 
当 已 知 :1)》 命题 已 (07 成立: 2》 车 命题 ECn) 成 立 , 则 命题 ECn1) 
必定 也 成 立 ， 此 时 即 可 断定 命题 Cn) 对 一 切 自 然 数 7 吉成 立 。 

证 明 : 以 了 夹 示 使 命题 E(n) 成 立 的 所 有 自然 数 4 所 成 的 集 
合 。 按 假设 ，0ET， 且 若 nET, 则 n+ ET， 于 是 按 照 归 纳 公 理 ， 

T=N, | 

[国光 渡 的 第 一 归 纺 原理 ， 就 是 我 们 常用 的 数学 归纳 法 的 理 
论 伍 注 。 

直面 我 们 再 从 W 的 定义 则 发 ， 在 碎 内 定义 加 法 、 乘 法 ， 井 
使 它们 满 吓 我 们 习 以 为 当 的 一 些 运 算 规 符 。 为 此 ， 我 们 光 来 证 明 
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一 个 定理 。 
递归 定理 今 S 足 一 个 集合 ，g 是 S 到 自身 的 一 个 虐 射 ,ae 


是 $S 的 一 个 固定 元 案 。 那么 ， 存 在 入 到 5 的 哈 一 的 问 射 了， 满 
足 如 下 条 件 : 
1) /1(0)=a; 


2) fn+) = pf 0n)). 

证 明 我 们 考察 集 个 A4={(n,5): nEN, sES}。 设 全 是 由 
具有 下 烈性 质 的 4A 的 子 集 UU 记 成 的 集合 ， 

1) (0,a) EDU 

2) 车 (1,8) EU， 则 Cnt,p(25)) EU， 
显然 ，4ET， 故 工 坟 禄 。 命 开 为 二 内 所 有 集合 的 交集 ， 我 们 在 
C0,4) EFF， 区 天 扩 厅 。 下 面 证 明王 的 油条 基本 性 质 。 

1) VnEN， 必 存在 PES， 信 (n,9) EF『。 这 是 因为 ， 分 

人 = {nEN; 存在 bES， 使 (n,b)€ FF)， 

划 已 知 0€T。 双 车 nET， 即 存在 bES， 使 (n,b) EF, 则 (n,b) 
届 于 全 的 任 一 元 素 口 。 于 是 (n+,p(5)) 属 于 的 一 切 元 素 U， 亦 
即 (n* ,p05)) EF， 干 是 n+ ET 按 归 纳 公 理 ，T =N， 

2) 车 (nn,b)EF，Qn,b’)EF， 则 必 有 b=b’。 证 法 如 下 ， 
念 

T={nEN: 车 (n,b), (n,b’') EF—>b=0b’)}, 

先 证 明 0ET。 已 知 (0,4)EF。 沙 有 (0,4')EF，, 但 4a’' 夺 a。 从 FF 
中 去 掉 (0,a )， 得 到 4 的 子 集 f'。 显然 R'ET， 故 了 /有 PF。 但 
已 知 了 ’ 为 的 鞭子 集 ,六 盾 。 故 必 有 a = a。 即 0E7T。 再 证 明 ， 
车 n€ET， 则 n+ ET。 用 反 证 法 。 如果 n+ 互 了 ， 取 (n,b) EP 了, 此 
畦 (n+,p(b)) EF 过 应 有 cl 夺 2(5)， 使 (n+,0) ERR， 从 下 中 峻 
掉 Cn?+,c) 得 到 子 集 了 '。 不 难 验 证 了 ET。 从 而 『' 总 fF, 这 样 导 
矛盾。 根据 归纳 公 召 ， 即 有 了 = N， 

现在 定义 不 到 S 的 遇 壬 如 下 ;车 (nr,8) ER, 则 例 FC27 = 


显然 有 
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1) /(0)=a; 

2) fn*) =9(f(n)), 

如 果 另 有 妇 到 5 的 映射 9 也 满足 定理 要 求 , 则 利用 归纳 公理 
可 知 ， 对 一 切 n EN ， 都 有 9(2) = /GD)， 即 9=/。 这 卖 示 了 是 


满足 定理 要 求 的 唯一 的 映射 ，1 ， 


(一 ) VW 内 的 加 法 运算 
任 取 mEN， 在 递归 定理 中 ， 取 S = 入 ,4 =m，y 为 后 继 映 
射 。 我 们 得 到 育 到 碎 的 一 个 映射 fn。 此 时 ， 对 任 一 nE 和 ， 定 
义 
ntim= /fmn(n), 
称 上 式 为 入 内 的 加 法 运算 。 
和 内 的 加 法 运算 满 是 如 下 运算 规律 ， 
1) Vn€EN, nt+0=n; 
2) 交换 徒 ，m+ 纪 = 人 二 m3 
3) 结合 律 ，(m +na)+L=1HTCTD) 
4) 消去 律 ， 人 由 +m= LT+P=>M = 
上 面 这 些 和 运算 律 都 可 以 从 迎 辑 上 给 以 严 迪 的 证 明 。 我 们 只 举 
两 个 例子 。 
了 的 证 明 ” 按 定 义 ， 我 们 应 证 明 foCn) =n。 全 
T={KEN: folk) = 个) 
因 je(0) =0， 故 0ET。 若 KET， 则 fo(K) =K， 于 是 
foCk*) = [fo KI = 大 
故 K*ET。 按 归纳 公理 ，T =N, | 
2) 的 证 明 我们 先 证 明 fn+Ck) = [frCK)J*。 为 此 ， 例 
T={KEN: fr+Ck) =[Lf, Ck}. 
首先 ， 因 为 f+(0)=n*=[fr(0)]*， 故 0ET。 其 次 , 设 KET。. 
即 
fnt Ck) = Lf,CK) 1 
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那么 ， 我 们 有 《利用 递归 定理 中 映射 了 的 性 质 ) 
ja = Lfnr CK = {fn CR) = {fn Ck')}’, 
即 k* CT 于 是 按 归 纳 公 理 ，T =N， 
现在 取 定 mEN.。 人 印 
T=>{nEN: fn(n)= fr(m))}. 
四 co) = 人 = folm)， 故 0ET， 设 KET， 我 们 有 
fmCK') = Lf mR] = Lfr Cm) t= fr+Cm), 
即 K*ET， 故 T= 入 这 表明 对 任意 的 m,n EN， 我 们 都 有 


m+n=n+m,. | 


(二 ) 广内 的 乘法 运算 

任 取 mm E 和 ， 在 递归 定理 中 ， 取 =N，a=0， 9 为 映射 : 
nmPn + 如。 于 是 我 们 得 到 妈 到 自身 的 一 个 映射 /"。 对 任意 的 
nEN， 定 义 

nm= f/f"(n), 

称 上 式 为 入 内 的 生 法 运算 ， 

久 内 的 乘法 满足 如 下 运算 律 ， 

1)》0.1=03 

2 ) 交换 律 ，mn = nm; 

3 ) 结合 律 ， (mn)l=m(nl)， 

4) 消去 律 mn=ln,，n 夺 0 一 >m = 及 

5》 分 配 律 [Cm +n) = im + tin。 

上 面 各 条 运算 律 的 证 明 从 略 。 


(三 ) NN 内 的 序 


任 给 m,nCN。 和 如 存在 XEN, 使 人 =n+x， 则 定义 m>n 
《或 写成 nm)。 于 是 有 

1) mn, nm >m = 1 

2) 若 m 之 n，n 之 ，， 则 m 之 上 
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3 ) 对 任意 的 mm，nEN，mn 或 4， 二 者 必 有 一 成 
了 
4) 访 的 任 一 非法 子 集 S 中 都 存在 最 小 自然 数 ， 即 在 人 LE 


5S， 使 VinGS 有 ma 
5) 若 m 宕 n， 则 m+ L244 
6) 项 7 人 pn， 则 和 全 更 ， 
上 面 各 条 的 证 明 也 从 略 ， 
有 了 上 这 三 个 方面 的 结果 ， 我 们 所 熟悉 的 自然 数 的 一 些 基 本 


知识 痢 从 逻辑 上 严格 地 确立 起 来 了 。 
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汉 艾 名词 索引 


| 
加 
© 


一 一 鼎 射 one-one InanDlng 

一 元 多 项 式 环 ring of polynomials in one variable 
Frobenius 映射 Frobenius map 

Liouyille 定理 Liouville’s theorem 

Ltroth 定理 Lurothys theorem 

? 距离 pb-distance 

?和 群 p-group 


了 ~adic 数 bp-adic number 


Zariski-Castelnuovyo 定理 Zariski-Castelnuovo theoren 


Zorn 引 理 Zorn’s lemraa 


11 
加 


二 面体 昱 dihedral group 
几何 次 数 geometric deiree 


Hn 
加 


上 限 upper bound 
子 集 subsel 

子 璋 subgroup 

也 还 subrinz 

子 域 subfield 
子 空间 stiDspace 
子 横 submodule 
么 元 unit 


各 群 unit group 


i 


QD 凡 英 文学 母 玫 间 的 闻 汇 部 并 入 一 王 之 内 。 
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四 


辐 


不 变 集 合 invariant set 

不 变 域 。 Tixed field 

下 变 子 群 “invariant subgroup 

不 变 因 子 invariant factor 

不 变 式 invariant form 

不 可 约 数 《不 可 分 解数 》 irreducible neniber 
不 可 约 元 《不 可 分 解 元 irreducible element 
不 可 数 集 uncountabfe set 

中 国 剩余 定理 ”Chinese remainder theorem 
分 解 型 decomposed 

分 些 型 ramified 

分 裂 域 splitting field 

分 瑟 律 distributive Iaw 

分 母系 multiplicatiye system 

人 内涵。 content 

内 白 同 构 inner automorphism 

内 各 导 榴 群 group of inner automorphisms 
内 慌 inner product 

五 器 coprime 

无 殷 集 infinite set 

元 涩 群 infinite group 

无 么 元 的 环 ring without identity 

尤 拉 w 国 数 Euler p-function 

况 控 定理 Eulers theorem 


公 因 数 〈 公 因子 ， 公 因 元 》 common divisor 
公 倍 数 commor multiple 

比 域 《 分 式 域 》 quotient fiefd 

比 蛋 weight 

贝 划 数 Betti number 

内 朱 和 定理 Bezoutys theorem 


心 center 


丰 顿 定理 Newton?’s theorem 


23,220 
33 

33 

314 

16 

123 
131 

72 


112 

18 

18 
8,29,126 
8 

121 

143 


双 项 运 答 。 binary operation 


五 画 
代数 基本 和 定 更 funcamental tkeorem of alzebra 
代数 数 alrebraic number 
代数 元 algebraic element 


代数 扩 域 algcbraic extension field 
代数 闵 包 algebraic closure 

代数 水 数 环 ring of algebraic functions 
代数 封闭 域 algebraically closed field 
代数 次 数 algebraic degree 


代数 多 样 佐 《〈 代 对 和 能) algebraic varicty 
可 离 (分 )》 代 数 元 scparable algcbraic clement 


可 离 (分 》 多 项 式 separable polynomial 

可 离 《 分 》 代 数 护 城 separable algcbraic externsion field 
可 次 《分 )》 代 数 闭 但 。 separable algebraic ciosure 
可 逆 元 invertible element 

可 数 集 countable set 

可 数 无 限 焦 countable infinite set 

可 解 群 solvable group 

正规 子 群 normal subgroup 

正规 群 列 normal series for a group 

正规 扩 域 normal extension field 

正 交 大 orthogonal basis 

正 交 答 泗 orthogonal matrix 

主 余数 pr-incipal residue 

主 理想 principal ideal 

本 理想 环 principal ideal ring 

主 理想 整 环 principal ideal domain (p.i.d.) 


于 理想 玉 环 于 在 民生 成 佛 的 让 本 定 现 fundamerntal thearem for 


finitely gencratcd modules over a p.i,d., 


3 symmetric group 
对 称 多 项 碟 symmetric polynomial 
对 称 担 深 symmclriec matrix 
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50 


对 称 变换 symmetric transformation 
对 角 和 矩阵 diagonal matrix 

对 偶 空 间 dual space 

本 原 多 项 式 primitive polynomial 
本 原单 位 根 primitive root of unity 
包含 inclusion 

兴 序 Partial order 

皮 诺 公理 系 Peano’s axioms 

右 陪 集 right coset 

左 陪 集 left coset 

长 座 length 

生成 集 ， 尘 成 元 集 generators 


有 限 集 finite set 
有 有 限 群 finite group 


100 
64,178,207,354 


有 限 上 生成 交换 群 的 基本 定理 fundamental theorem for finitely generated 


abelian groups 

有 限 生成 群 finitely generated group 
有 有限 生 成 找 finitely generated module 
有 限 域 finite field 

有 限 扩 域 finite extension field 

交集 intersection 

交代 群 alternating group 

交换 律 commutative law 


交换 群 commutative group (abelian group) 
交换 环 commutalive ring 

因数 ， 因 子 ， 因 元 divisor 

同 祭 congruence 

同 余子 集 congruence subset 

同 扫 isomorphism 

同 构 的 isomorplic 

辣 态 hoinomorphism 


自 同 构 automorphism 


112 

8,29, 126 
15 

16 
73,158,210 
73,158 

73 

73,158 


Dn = 
JU 


凡 同 构 群 Eroup of automurphisms 

白 由 挫 free moduls 

白 华 迹 换 self -adioiat traasformafion 

白 伴 和 尔 阵 self-a’ljoi { matrix 

共 思 conjugacy 

共 轻 类 conjugacy class 

共 斩 尖 方程 式 con jugacy class equation 
合成 composition 

合成 群 列 composition serics for a group 
向 基 vector 

问 太 空间 Vector space 


导数 derivitive 


轨道 orbit 
收 敏 序列 convergent sequence 
并 休 Union 


次 数 degree 

阶 ， 济 数 order 

西海 p 子 群 ”Sylow p-subgroup 
许 来 尔 定理 Schreier’s theorem 
行列 式 。 determinant 

扩 域 extension field 

良好 定义 的 well-defined 

传递 的 transitive 


仿 里 略 群 Galileio group 
作 罗 无 群 Galois group 
伯 罗 无 扩 域 Galois cxtension field 


栓 寻 开 理 论 的 基本 定理 fundamential theorem of Galois thsory 


从 罗 死 定理 Galois’ theorem 


初 窜 对 称 多 项 式 clementary symmetric polynomial 


初等 因 了 矛 elementary divisor 


初 千 分 解 elementary decomposition 


线 椒 证 褒 《 分 )》 代 数 元 purely inscparable algebraic element 
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加 


51,327° 


175， 
175. 


142 


221,227 


221 
311 


站 不 可 离 〈 分 ) 代数 扩 城 Fatety inseparable agebroiec extersion field 311 


纯 超 越 扩 张 。 purely transccndantal extension 349 
完备 的 complete 46 
完备 化 集 completion 41 
完全 域 perfect field 306 
Orocr 5 
序列 Sequence 40 
酉 知 阵 unitary matrix 256 
本 变换 unitary trans{ormation 256 
局 部 化 环 。 1ocalized ring 123 
蒂 尔 伯 特 芝 定 再 Hilbert basis theorem 168 
伴随 变换 adjoint transformation 254 
浏 别 式 discriminant 152,246 
坐标 系 coordinate System 195 
八 蕙 
线性 群 linear group 54 
鳃 人 竹 污 关 集 linearly indepsndent set 181 
线性 变换 linear transformation 192 
描 竹 函数 linear function 246 
闻 位 根 。 root of unity 301 
草 计 one-one mapping 1 
单 满 映射 one-0ne onto mapping 1 
音 群 simple group 100 
单 扩 域 ” simple extension field 311 
环 ring 112 
环 鼎 射 ” homomorphism of rings 158 
环 章 射 ”monomorphism of rings 158 
环 清 射 epimorphism of rings 158 
家 大 理想 maximal ideal 163 
极 大 元 素 maximal element 5 
极 大 原则 maximum principle 166 
极 小 多 项 式 minimal polynomial 278 
极限 limit 41 


汶 呈 - 茵 德 定理 Jordan-Ff{5lder theorem 
匣 汪 标准 式 ”Jordan canonical form 

直 积 direct product 

直 和 direct sum 

范 数 norm 

非 忠 实 的 unfaithful 

丫 示 法 representation 


上 典型 映射 canonical homomorphism 


实数 若 当 标准 形 Jordan normal form over real numbers 


奇 变换 odd transformation 

威尔逊 定理 Wilson’s theorem 

罗 伦 效 群 Lorentz group 

变换 群 transformation group 

拉 格 朗 日 定理 Lagrenge’s theorem 
细 化 refinement 

质数 ( 索 数 ) prime 

忠实 芍 faithful 


相伴 ”associated 

相似 similar 

挠 因子 torsion factor 

找 元 素 torsion element 

找 子 群 torsion subgroup 

挠 子 模 torsion module 

挠 分 解 torsion _ decomposition 
费 马 定理 Fermat’s theorem 
费 马 求 数 Fermat primes 


复 牲 数 集 complex integers 


仇 起 缠 complex prime number 
器 外 mapping 
也 人 象 image 


结合 很 。 associative law 


纪 民 resultant 


258 


| 


98 

230 
7,56,85,116,211 
56,85,116,179 
26,259,343 

82 

195 

78 

234 

105. 

20 

53. 


30,126:; 
201 
219 
219， 
219， 
219， 
221 

19,299 
289 


重 根 


multiple root 


iad ex 


柯 西 序列 


Cauchy sequence 


欧 几 里 得 算法 euclidean algorithm 


inverse 


迹 trace 


首 一 多 项 


式 monic polynomial 


-i 画 


特殊 线性 群 special linear group 


特征 多 项 式 characteristic polynomial 
特征 什 characteristic value,eigenvalue 
特征 根 characteristic root 

特征 向 量 eigenvector 

特征 子 空间 eigenspace 

特征 character 

特征 数 characteristic number 

素 元 prime element 

素数 prime 

来 理想 prime ideal 

素 城 prime field 

诺 德 环 noetherian ring 

根 root 

想 式 扩 域 radical extension field 
惯性 型 ” inertial 

矩阵 matrix 

倍数 , 信 元 multiple 

陪 集 coset 

值 value 

核 kernal 

消灭 子 annhilator 

弱 内 积 weak inner product 
爱 森 斯 坦 判 别 定理 Bisenstein'’s criterion 
侦 变换 even transformation 


142 
66: 

40 
8,26,133 
16,50,112 
244,345 
227 


Se 
[o> 
ES 


小 -， 画 


高 斯 整数 集 Gaussian integers 

高 斯 定理 Gauss'ntheorem 

高 斯 引 理 Gauss'lemma 

第 一 同 构 定理 first isomorphism theorem 
第 二 同 构 定理 second isomorphism theorem 
第 三 同 构 定 理 third isomorphism theorem 
第 一 西 洛 定理 first Sylow’s theorem 

第 二 西 洛 定理 second Sylow's theorem 
第 三 西 党 定理 third Sylow's theorem 

商 集 quotient set 

商 群 quotient group 

商 环 quotient ring 


育 闹 qtotient module 
菊 数 cardinal number 
基 basis 
域 field 


域 多 项 式 field polynomial 

理想 ideal 

的 一 分 解 整 环 。 unique factorization domain 
唯一 分 解 定理 。 unique factorization theorem 


常 是 scalar 
维 数 dimension 


超越 数 transcendental number 

超越 元 transcendental element 

超越 集 transcendental set 

超越 基 transcendental basis 

超越 扩 域 transcendental extension field 
超越 次 数 。 transcendental degree 

赋值 valuation 

赋值 的 独立 性 independence of valuation 
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特价 关系 eqtivalence relation 

等 价 子 集 equivalence subset 

等 距 变 换 unitary transformation 

最 大 公 因 子 greatest common divisor 
最 小 公 倍 数 least common multiple 
等 鹤 群 nilpotent group 

俯 合 set 

距离 distance 

逢 环 群 cyclic group 

链 chain 

箭 (分 ) 加 多 项 式 cyclotomic polyromial 
强 三 角 不 等 式 Strong triangle inequality 


十 三 可 
窒 环 null rirg 
答 因 子 Zero divisor 
零点 zero 


零 沿 世 Zero vector 


群 映 身 homomorplism of groups 


群 单 射 monomorphism of groups 


群 注射 epimorphisr of groups 
能 笼 定理 pigeonhole theorem 

十 四 而 
烤 module 


柑 映 身 homomorphism of modules 
横 单 射 monomorphism cr modules 


模 消 名 epimorphism of modules 


模 品 构 isomorphism of modules 
象 image 

象 源 pre-image 

谱 spectrum 

缩 剩 余 们 reduced residue classes 


4 
4 

256. 

8,29,128. 


li2 
112 
141 
175 


诗 射 onto mapping 
数学 归纳 法 mathematical induction 
秘 定 群 stablizer 


部 环 integral domain (domain) 
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